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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist die in [GL96] vorgestellte und in [BCKS98] sowie
[Stu95] und [MS04] weiterentwickelte Degeneration von partiellen Fahnenvarietéten
zu Torischen Varietédten. Wesentliche Strukturmerkmale dieser Degeneration lassen
sich anhand der Degeneration der Grassmannschen als Prototyp einer partiellen
Fahnenvarietiat darstellen, auf die hier eingegangen wird.

Die Arbeit gliedert sich in drei Teile. Gegenstand des ersten Teils ist die Einfiih-
rung der Grassmannschen, die als Algebraische Varietdt die Menge aller Unterrdume
einer festen Dimension in einem vorgegebenen endlichdimensionalen Vektorraum pa-
rametrisiert. Die Ergebnisse hierzu gehoren zum klassischen Repertoire der Algebrai-
schen Geometrie und wurden bereits ausfiihrlich in [HP53] hergeleitet und seitdem
von verschiedenen Autoren aufgegriffen und in moderne Terminologie {ibertragen.
Als Referenzen dienen hier im Wesentlichen [GH78], [Har92] und [EH99]. Es wird
in 1.1 zunéchst eine Herleitung dieses Gegenstandes aus mdoglichst elementaren Be-
griffen der linearen, bzw. multilinearen, Algebra angegeben und in 1.2 eine Ubert-
ragung aus der multilinearen Algebra in die Sprache der Algebraischen Geometrie
vorgestellt. Nicht beriicksichtigt wird hier die Sichtweise der klassischen Topologie
oder der Differentialgeometrie.

Bei Torischen Varietiten handelt es sich um eine Klasse von Algebraischen Va-
rietdten, deren geometrische Struktur sich vollsténdig auf Begriffe der konvexen Geo-
metrie abbilden ldfit. Die klassischen Referenzen hierzu sind [Oda88] und [Ful93].
Ausgehend von einer naheliegenden algebraischen Vereinfachung der Grassmann-
schen (2.1) wird im zweiten Teil eine Beschreibung der von [GL96] angegebenen
Torischen Varietdt aus der kombinatorischen Algebra heraus entwickelt. Die Be-
schreibung der algebraischen Struktur mit Hilfe der Ordnungstheorie, die in 2.3 aus-
gefiihrt und in 2.5 entsprechend der Theorie Torischer Varietéten in Begriffen der
konvexen Geometrie interpretiert wird, ist im Kern eine Ausfithrung der Bemerkung
11.11 in [Stu95].

Um die Degeneration der Grassmannschen in 3.4 im Sinne der Deformationstheo-
rie zu prézisieren, wird im dritten Teil gezeigt, dass die in 2.4 angegebenen Binome,
die eine minimale Erzeugermenge des Ideals der Torischen Varietéit aus dem zweiten
Teil bilden, sich als ”Initialpolynome” von Erzeugern des Plicker-Ideals der Grass-
mannschen herausstellen, wobei hier unter einem Initialpolynom eine Verallgemeine-
rung des aus der Theorie der Grobner-Basen bekannten Initialterms zu verstehen ist.
Dazu wird in 3.1 zunichst eine Herleitung der klassischen Pliicker-Relationen vor-
gestellt, die sich an den Darstellungen aus [GH78] und [Har92| orientiert, und die in
3.2 als Grundlage fiir die Konstruktion einer Grobner-Basis des Pliicker-Ideals dient.
Wie in 3.3 kurz angerissen wird, sind entsprechende Aussagen iiber das Pliicker-Ideal
bereits aus Begriffen der Darstellungstheorie heraus entwickelt worden, wihrend die
hier ausgefiihrte explizite Berechnung eine genaue Eingrenzung der zuléssigen Cha-
rakteristik des zugrundeliegenden Korpers ermoglicht.



Allgemeine Voraussetzungen und Notation

Soweit nicht abweichend definiert, bezeichnen stets n und k zwei natiirliche Zahlen
mit 0 < k < n und K einen algebraisch abgeschlossenen Koérper von Charakteris-
tik char K = 0 oder char K > k. Da, abgesehen von Beispielen, grundsétzlich dieser
Korper zugrundegelegt wird, wird die Indizierung durch K zur Abkiirzung der No-
tation oft ausgelassen und implizit vorausgesetzt.

Sofern aus dem Kontext heraus klar ist, was jeweils gemeint ist, wird zur Abkiir-
zung gelegentlich eine Menge der Form {1,...,n} mit der Zahl n notiert. Beispiels-
weise wird mit () sowohl die Zahl

(1) = momr

(Z) = {oC{l,...,n}: |o| =k}

bezeichnet. Um Bezug auf die Elemente von ¢ € (Z) in ihrer Anordnung zu nehmen,
wird o = {o1,...,06} mit 1 < o1 < ... < o < n kurz mit 0 = {07 <... <o}
notiert.

als auch die Menge

Weitere Bezeichnungen

N Halbgruppe der natiirliche Zahlen 0,1, 2, ...

7. Gruppe der ganzen Zahlen

K* multiplikative Gruppe K\ {0}

vV Dualraum zu einem K-Vektorraum V

vt Annulator eines K-Vektorraums V'

E.V Menge der Epimorphismen V' — K™ (S.6)

Erxn Menge der (k x n)-Matrizen vom Rank k iiber K (S.10)
ANV m-faches duleres Produkt iiber V' (S.8)

Sym™V m-faches symmetrisches Produkt iiber V' (S.47)

GL,, Allgemeine Lineare Gruppe iiber K™

Ggs Permutationsgruppe iiber einer Menge S

KI[S] Halbgruppenalgebra iiber einer Halbgruppe S

Kx] Polynomring iiber einem endlichen Variablensystem x
A™ m-~dimensionaler affiner Raum iiber K

P™ m-~dimensionaler projektiver Raum iiber K

I m-~dimensionaler Torus iiber K

[1: ...:xp] homegene Koordinaten K*(x1,...,zy)

Z(P) Verband der Ordnungsideale {iber einer Ordnung P (S.28)
e(P) lineare Erweiterungen einer partiellen Ordnung P (S.31)
xly Unvergleichbarkeitsrelation in einer partiellen Ordnung

Im Ubrigen orientiert sich die Notation an der Standard-Literatur (insbes. [Har77],
[Ful93], sowie [FHI1]).



1 Die Grassmannsche und der projektive Raum

1.1 Epimorphismen unter Gruppenwirkung

Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 0 < k < n. Die Grassmannsche ist
die Menge
&k, V) := {L<V: dimg L =k} (1.1.1)

aller k-dimensionalen Unterrdume von V. Diese Menge soll in diesem Abschnitt in
elementaren Begriffen der Linearen Algebra mit einer Struktur versehen und mit
dem Konzept des projektiven Raumes in Beziechung gesetzt werden.

Zur Festlegung der Notation werden zunéchst kurz die hier wesentlichen Eigen-
schaften einer Gruppenwirkung' zusammengefasst,

1.1.2 DEFINITION+PROPOSITION
Es sei G eine Gruppe mit neutralem Element 1. Eine Wirkung von G auf einer Menge
X (G-Wirkung) ist eine Abbildung

GxX — X, (g,2) — g.z,

mit den Eigenschaften 1.z = x fiirallex € X und g.(h.x) = gh.x fiir alle g,h € G
und alle x € X. Die G-Wirkungen auf X entsprechen in natiirlicher Weise den Grup-
penhomomorphismen von G in die Permutationsgruppe von X, wobei insbesondere
x — ¢g.x fiir g € G jeweils eine Permutation von X bildet.

(i) Ein G-Morphismus zwischen zwei G-Wirkungen auf X undY ist eine G-invariante
Funktion f: X — Y, d.h. eine Funktion, die f(g.x) = g. f(z) fiir alle g € G
und alle x € X erfiillt. Ein bijektiver G-Morphismus heifit G-Isomorphismus.

(ii) Ist H eine Untergruppe von G, so wirkt G auf den Nebenklassen G/H mit
g.hH = ghH fiir g, h € G.

(iii) Eine TeilmengeY C X heifit invariant unter der Wirkung von G, wenng.y € Y
fiir alle y € Y. In diesem Fall wird eine G-Wirkung auf'Y" induziert.

(iv) Fiir x € X heifit die invariante Teilmenge G(x) := {g.x: g € G} C X der
Orbit von z. Die Orbits bilden eine Zerlegung von X in Aquivalenzklassen,
deren Restklassenmenge als Quotient X /G bezeichnet wird. Gibt es nur einen
Orbit, so heifit die Wirkung transitiv.

(v) Fiir x € X heifit die Untergruppe G, := {g € G: g.x = z} die Isotropiegruppe
von z. Es gilt G, , = gG,g~! fiir alle g € G und alle x € X. Eine G-Wirkung
heisst frei, wenn G, = {1} fiir alle x € X. Zu jedem x € X ist die Abbildung
G/G, — G(z) mit gG, — g .z ein G-Isomorphismus.

Die multiplikative Gruppe K* = K\ {0} wirkt auf dem Vektorraum V' durch Ska-
larmultiplikation und l&8t dabei die Menge V \{0} invariant. Aus der induzierten
freien K*-Wirkung auf V' \ {0} erhélt man als Quotienten den projektiven Raum

PV = (V\{0})/K",

'Eine ausfithrliche Behandlung findet sich z.B. in [Kaw91].



dessen Elemente K*(v) fiir v € V'\ {0} mit [v] notiert werden. Man kann jeden Vektor
v € V als eine Linearform auf dem Dualraum V'V = Hom(V, K) auffassen, die genau
dann surjektiv ist, wenn v von Null verschieden ist. In diesem Fall ist der Kern

eine Hyperebene in VY mit Annulator (kerv): = Kv = [v] U {0} im Bidualraum
VYV =V, was die Identifikation

PV = 6(1,V) = 8(n—1,V") (1.1.3)

motiviert. Allgemeiner ist der Vektorraum Hom(V, KF) fiir 0 < k < n ein linksseitiger
Modul iiber der Endomorphismen-Algebra End K*, und die Teilmenge

E.V := {f € Hom(V, K*): f surjektiv}

der Epimorphismen V' — K* ist unter der Wirkung der Einheitengruppe GLj in
End K* invariant.

1.1.4 PROPOSITION
Zu f,p € E,V gibt es genau dann einen Automorphismus g € GL; mit ¢ = gf,
wenn ker f = ker . Im Existenzfall ist g eindeutig bestimmt.

Beweis. Es ist klar, dass ker gf = ker f fiir g € GL;, gilt. Sei andererseits ker f =
ker o = L. Dann erfiillt g := @?_1 die Behauptung, wobei f,%: V/L — K* die in-
duzierten Isomorphismen bezeichnet. Die Eindeutigkeit ist klar, da Epimorphismen
rechtsseitig kiirzbar sind: gf = gf impliziert g = g. 0

Die Gruppe GLj wirkt also wiederum frei auf der Menge E;V und die Identifikati-
on 1.1.3 1&Bt sich verallgemeinern, indem jeder Orbit GLx(f) mit dem Unterraum
ker f € &(n — k,V) oder dessen Annulator (ker f)* € &(k, V") assoziiert wird.
Man erhélt ein kommutatives Diagramm von Bijektionen:

E.V/GLy, (1.1.5)

N

&(n—k, V) &(k, V)

1.1.6 PROPOSITION
Zu f,p € E,V existiert immer ein Automorphismus h € GLV mit ¢ = fh.

Beweis. Dies folgt daraus, dass V' als K-Vektorraum ein freier und daher projektiver
Modul ist: Es gibt h,h’ € EndV mit ¢ = fh und f = @h/, also f = fhh' und
© = ph'h, woraus, da f und ¢ Epimorphismen sind, hh’ = h'h = idy, also h € GLV,
folgt. 0

Es liegt also eine transitive Wirkung
GLV x E,V —=E,V, h.f = fh},

vor, die wegen der Assoziativitit (gf)h = g(fh) mit der GLx-Wirkung kommutiert,
so dass eine transitive GL V-Wirkung auf dem Quotienten E;V/GLy induziert wird.

1.1.7 PROPOSITION
Die Bijektionen 1.1.5 sind GL V-Isomorphismen, wobei GLV auf &(n — k, V') mit

L +— h(L) und auf &(k,VV) mit L — h~'Y(L) fiir h € GLV operiert.



Beweis. Die Bijektion E,V/GL;, — &(n —k,V) ist wegen ker fh=! = h(ker f)
GL V-invariant, und fiir E,V/GLy — &(k, V") erhiilt man

(GLI)(FR™!) = (ker fR~1) = im(fn7")Y
= im h VY = B (i fY) = B ((ker £)Y).

Fiir die Bijektion &(n — k, V) — &(k, V) ist zu zeigen, dass h(L)* = h=1Y(LY)
fiir L € &(n — k, V) gilt: ist ¢ € h(L)*, so ist 1 := ph € L+, also ¢ = Yh~! =
h=1Y () € hY(LY), und aus @ = ph~' € h=1Y(LL) mit ¢ € L folgt ¢ € h(L)*.

Zu bemerken ist, dass die GL V-Wirkung auf &(k, V") in 1.1.7 der GL V-Wirkung
auf &(n — k,V) unter dem natiirlichen Isomorphismus

GLV —=GLVY, h — 7V = p¥V ! (1.1.8)

entspricht, so dass die Aussage symmetrisch fiir V'V unter Identifikation von GLV
mit GLVY gilt.

Anstatt einen Vektor 0 # v € V wie in 1.1.3 als Epimorphismus V'V — K
aufzufassen, kann man ihn genausogut mit dem durch ¢ — cv gegebenen Mono-
morphismus K < V identifzieren. Allgemein erhilt man durch Ubergang zu dualen
Abbildungen véllig analoge Ergebnisse, wenn man &(k, V') mit den Bildern der Mo-
nomorphismen K*¥ < V modulo der GL;-Wirkung ¢ — g~ ! assoziiert und GLV/
mit ¢ — hp operieren 1é8t. Es ergibt sich ein zu 1.1.5 "duales” Diagramm

{Monomorphismen K* — V'} / GLy

&(k,V) &(n—k, V)

von GL V-Isomorphismen.

1.1.9 BEMERKUNG
Die Isotropiegruppen

(GLV), = {heGLV: h(L) =L}

zu L € &(k,V) sind immer nichttriviale echte Untergruppen in GLV, die wegen
der Transitivitdt der Wirkung alle zueinander konjugiert sind, so dass zu jedem
L € &(k,V) ein Isomorphismus

&(k, V) = (GLV)(L) =cLv (GLV)/(GLV)L

existiert, der eine Beschreibung von &(k, V') als Menge von GL V-Nebenklassen lie-
fert. Man erhilt die Isotropiegruppe zu L € &(k, V') in der Form

KRV Vs KE
GLV) = "rlf ¥ : ’
( gz {tpf—i-cpf im@' NL=0,ker ffNL=0

fiir ein Paar (¢, f) aus der exaten Sequenz

0 Kk ¥ f




d.h. die Gruppenelemente entsprechen den Paaren von Monomorphismen ¢: KF —
V und Epimorphismen f: V — K" * mit fo = 0, was hier ker f = im ¢ impliziert.
Diese Sichtweise ergibt sich aus dem Diagramm

0 KF -V Kn-k —— 0
L LIRS
0 Kk 2 v 1% z / ank: 0

wobei f'¢ € GL, und f¢' € GL,_y, sowie h = of' + ¢ f € GLV.

1.1.10 BEISPIEL
Es sei V' = K" mit der Standardbasis (e1, ..., ey,) versehen. Die Isotropiegruppe von
Lo = span {eq,...,ex} € B(k,K") ist die Untergruppe

A C
(GLn)z, = {( 0 B ): AeGlg, BeGL,, Ce K’”(”’C)},

deren Elemente man i.S.v. 1.1.9 in der Form ¢f’ + ¢'f aus dem Reprisentanten
(¢, f) von Ly mit

E
0= ( Ok ) e K"* und f = (0 B, )€ K (n—k)xn

erhiilt (wobei jeweils F,, die (m x m)-Einheitsmatrix bezeichnet), wenn man dazu
AeGLg, BeGlL,_,pund Ci3 € Kkx(n—k) wihlt und daraus die Matrizen

Cs

f'=(A C)eKkkn undtp'z(B

) e Knx(n—k)

bildet. In dem unitéren Vektorraum C™ hat man zu L € &(k,C") den kanoni-
schen Komplementérraum Lt € &(n — k,C"), und es wirkt bereits die Gruppe
U(n) C GL,, C der unitdren Matrizen transitiv auf &(k,C"), denn man erhélt L =

span {f1,..., fx} fiir eine Orthonormalbasis (f1, ..., f,) von C", so dass L = F'(Lg)
mit F' = (f1... fn) € U(n). Es ergibt sich

Un)r, = {(1(;1 ;;) AecU(k), BGU(n—k)} = U(k) xU(n — k),

und daraus &(k,C") =g,y U(n)/(U(k) x U(n —k)).

Es soll nun noch die so genannte Plicker-Einbettung der Grassmannschen in einen
projektiven Raum definiert werden, wobei der GL V-Isomorphismus 1.1.5 zwischen
&(k,VV) und E;V/GLy zugrunde geleget wird.

1.1.11 DEFINITION+PROPOSITION
Es sei W ein K-Vektorraum. Eine r-fach multilineare Form

a: Wx...xW —K



heifit alternierend, falls o(wn,...,w,) = 0, sobald w; = w; fiir ein Paar i # j.
Insbesondere gilt damit bereits a(wy,...,w,) = 0, wenn die Menge {w1,...,w,}
linear abhéngig ist. Die r-fach alternierenden Multilineraformen auf W bilden einen
K-Vektorraum Alt" W. Ist (e;)i=1..m eine Basis von W, so bilden die (T) Linearfor-
men
ag: @ — &feg,-..,€q,)

zuo ={o1,...,0,t mit1 <oy <...< o, <m eine Basis des Dualraums (Altr W)v.
Der Beweis ist elementar und findet sich z.B. in [Sat75]. Ist W' ein weiterer K-
Vektorraum und « € Alt” W, so erhilt man zu f € Hom(W', W)

Qf 1= ao(fx...x f)e A" W, (1.1.12)

also (o*f)(w1,...,w) = a(f(w1),..., f(w,)) fiir wy,...,w, € W. Damit ist eine
lineare Abbildung

Alt" f: AW —— A" W', a — a*f,

mit der Eigenschaft
dimg im f < r <= Alt" f = 0. (1.1.13)

definiert. Auflerdem ist klar, dass Alt" ein kontravarianter Funktor ist: fiir ¢ €
Hom(W,W”) und o € Alt" W” gilt (a*g)*f = a*(gf). Wie jeder kontravarian-
te Funktor, der die Kategorie der K-Vektorrdume auf sich abbildet, bildet Alt"
Mono- auf Epimorphismen und Epi- auf Monomorphismen ab, so dass insbeson-
dere Alt" W \{0} invariant unter der Wirkung

GLW x AW W —= AW"W , h.a = ah™},

ist, wodurch eine Wirkung auf dem projektiven Raum P Alt" W induziert wird.

1.1.14 THEOREM
Durch die Zuordnung GLi(f) — [a*f] fiir ein a € Alt* KF mit o*f # 0 ist eine
GL V-invariante Injektion

Prv: ELV/GL, —— PAItFV

definiert.

Beweis. Nach 1.1.13 findet man zu f: V — KF ein a € AItFKF mit a*f # 0,
und wegen Alt* KF = K ist der Orbit [o*f] unabhiingig von dieser Wahl, so dass
jedenfalls eine Abbildung E,V — P Alt* V' definiert ist. Diese ist konstant auf den
GLg-Orbits, denn fiir g € GLy, ist o (gf) = (a*g)*f mit a*g = ca € Alt*¥ KF fiir ein
c € K*. Die Abbildung ist also wohldefiniert und die GL V-Invarianz ist klar.

Ist nun GLi(f) # GLi(f') fir f, f' € E,V, so ist ker f' # ker f nach 1.1.4, so
dass es ein v € ker f/ mit f(v) # 0 gibt. Zu «a € AltF KF mit a*f # 0 existieren
vi,...,v; € KF mit (a*f)(vq,...,v;) # 0. Insbesondere ist (z1,...,x;) mit z; :=
f(v;) fiir i = 1...k dann eine Basis von K¥, also f(v) = A\xy + ... 4+ A\pxp mit
Ai # 0 fiir ein i, etwa ¢ = 1. Es folgt o* f(v,ve,...,v) = a(f(v),x9,...,2k) =
AMa(zy, ..., x,) # 0, und wegen (a* f')(v,va,...,v) = 0 also [a* f] # [a* f']. n



Speziell ist die Pliicker-Einbettung 1.1.14 fiir k = 1 die identische Abbildung auf
P VY, wobei E; V = VV\{0} = Alt' V\{0}. Ublicherweise notiert man den Dualraum
zum Vektorraum der r-fach multilinearen Formen als r-faches Tensorprodukt, d.h.
es gibt eine natiirliche Identifikation

(A" W)Y = N'W
mit dem kovarianten Funktor A" = Hom( -, K) o Alt", wobei
AW = (Q W)/span{w; ® ... @ w,: w; = w; fiir ein Paar i # j}.
Die Erzeuger von A" W werden mit w; A ... A w, bezeichnet, so dass jeweils
wi Ao AW @ — a(wy, ..., w,y),

als Linearform auf Alt” W aufzufassen ist. Damit erh#lt die Pliicker-Einbettung
1.1.14 ihre klassische Form

Pry: &k V) —PAV, (1.1.15)

L =span{vy,...,vop} — [1)1/\___/\1)/&,]:/\"“L7

deren Bild in P A* V aus allen homogenen Punkten [w] besteht, fiir die vy, ..., v, € V.
existieren, so dass w = v1 A ... A V.

1.1.16 BEMERKUNG

Es sei (eq,...,e,) die Standardbasis von V' = K" und entsprechend E;V mit der
Menge Ejxn, C KExn aller (k xn)-Matrizen vom Rang k und GL; mit der Gruppe der
invertierbaren Matrizen in KF** identifiziert. Die Identifikation 1.1.5 bedeutet dann,
dass man jede Matrix in Eyy, mit dem von ihren Zeilen erzeugten Unterraum im
Dualraum K™ assoziiert und die Multiplikation GLj; x Ejyx,, — Ejxn als Basiswech-
sel interpretiert. Die Festlegung auf die Basis macht die Unterscheidung zwischen K™
und K™V irrelevant, d.h. man kann den Zeilenraum einer Matrix auch als Unterraum
in K" auffassen. Nimmt man die Determinante det € Alt* K¥ = K als Basis, so erhélt
man fiir eine Matrix x € Epy, in der Notation 1.1.12 fir 1 < o1 < ... < o0 < n
jeweils

(det*z)(eqy, ..., €0,) = det(zes,...,Teq,).

Die (}) Koeffizienten des Bildes von L = (kerz)® = im 'z € &(k,K") bzgl. der
durch die Basis (e;); induzierten Standardbasis von A® K™ sind die k-Minoren von
x, so dass die in Koordinaten geschriebene Pliicker-Einbettung durch die Abbildung

Abscn: KEXn — k(R) ((k: X n)—Matrix) — (k:—Minoren), (1.1.17)
auf Epy,, induziert wird.

1.2 Die Grassmannsche Varietit

Es soll nun die Grassmannsche 1.1.1 als Varietdt im Sinne der algebraischen Geome-
trie, also im weiteren Sinne als Nullstellenmenge von Polynomen, dargestellt werden.
Grundlage fiir die verwendeten Begriffe ist im Wesentlichen [Har77], und alle topo-
logischen Begriffe beziehen sich auf die Zariski-Topologie.
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Es sei hier wie in 1.1.16 eine Basis (e;);=1.., von V = K" fixiert, und es bezeichne
Erxn C KFX™ die Menge aller (k x n)-Matrizen vom Rang k iiber K. Ausgangspunkt
ist der in 1.1 beschriebene Isomorphismus

Gln

&(k,n) := &(k,K"Y) - e Erxn/Gli ,

d.h. die Elemente aus &(k,n) werden als Zeilenrdume von Matrizen modulo Links-
Multiplikation mit invertierbaren Matrizen aufgefasst.

Aus Sicht der algebraischen Geometrie bilden die Punkte der Menge K¥*™ die
maximalen Ideale im Polynomring

K[t] = K[ti7j: 2:1k,j:1n],

dem Koordinatenring des affinen Schemas A**"™ = Spec K[t]. Zu jedem Multi-Index
o={01 <...<oy} € (}) gibt es eine Einbettung
Kix] := Klz;;: 4,j=1...k] —=K[t], z;; —

,J 1,059

von Ringen, den Komorphismus zu der Projektion (-),: AF*™ — AFXk die jede
Matrix z auf die (k x k)-Untermatrix z, abbildet, die aus den durch o indizierten
Spalten besteht. Die Determinante ist ein vom Grad & homogenes Polynom in K[x],
und fiir o € (}) ist

det, := deto (), € K[t]

der durch ¢ indizierte k-Minor. Da eine (k x n)-Matrix genau dann vom Rang k ist,
wenn mindestens einer ihrer k-Minoren nicht verschwindet, erh&lt man

Epxpn = UD(detU) c AR

als offene Teilmenge, wobei wie iiblich D(f) die offene Menge aller Nicht-Nullstellen
einer reguléren Funktion f bezeichnet, d.h. D(f) ist das affine Schema SpecK]t] s,
iiber der Lokalisierung K[t] ;. Es ist also GLy = D(det) C A¥*¥ und jeweils D(det,) =
(-)J_l(GLk). Die Gruppenoperationen auf GLj sind, ebenso wie die Multiplikation
GLy x AFxn — AFX" yegulir, d.h. GL;, wirkt als algebraische Gruppe! auf A*F*™
und 148t dabei Egy,, invariant. Da die Projektion (- ), auf die o-Untermatrix jeweils
ein GLg-Morphismus ist, 148t GLj sogar die Mengen D(det, ) invariant. Man erhélt
zu jeder der induzierten Wirkungen ein Représentantensystem

D(det,)/GLy “— D(det,) , Gli(z) — 7o(z) := x,'z. (1.2.1)

lea

Die Inklusion ist zwar zunéchst nur eine Funktion von Mengen, jedoch ist jeweils
die Projektion

Toi D(dets) —= X, 1= ()7 ({ler,}) = AMH

auf die Représentanten eine regulére Funktion. Man erhilt also jeweils eine lokale
Pliicker-Einbettung

Nixn(0) 1= Npxn Ix,0 Xo — 1, = AR (1.2.2)
!7Zu algebraischen Gruppen und ihren Wirkungen auf Varietiten s. [Hum75].
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fir o € (}) (vgl. 1.1.17) als Inklusion affiner Schemata, wobei {U,}, die iibliche
offene Uberdeckung des projektiven Raums p)-1 = Proj K[p] mit

Klp] := K[po: o€ (})]

bildet, d.h. U, ist das affine Schema (Spec K[p]),, = Spec K[p][ps o, wobei
Klp][ps o = K[p]/ (ps — 1) den Unterring der Elemente vom Grad 0 in der gradu-
ierten Lokalisierung bezeichnet.

Es soll nun die Grassmannsche &(k,n) als projektives Schema, versehen mit
einer Einbettung in IP(Z)*, durch Verklebung der Familie {X,} realisiert werden.
Die allgemeine Vorgehensweise wird hier zitiert (vgl. z.B. [Sha94], V.3.2):

1.2.3 LEMMA
Gegeben sei eine Familie {X;}, von Schemata und fiir alle i # j ein offenes Unter-
schema U;; C X; mit Isomorphismen ¢;;: U;; — Uj;, so dass

(1) @ji = @i;~* fiir alle i, j und

(2) vij(Uij NUsx) = Ui N Uy, fiir alle 4, j, k, und fiir die Restriktionen auf U;; N Uy,
gilt @i, = @ik © Pij.
Dann existiert ein Schema X (die Verklebung der X; entlang der y;;) zusammen

mit einer offenen Uberdeckung {Vi}, und Isomorphismen v;: X; — V; fiir alle 1,
so dass fiir alle i # j

(i) ¥i(Uij) = ViNV; und
(11) i = 1/1]' O ©ij auf UZ]

1.2.4 THEOREM
Es gibt ein Schema &(k,n) — P()~* mit einer Projektion 7w: Egx, — &(k,n), des-
sen abgeschlossene Punkte den GLy-Orbits entsprechen, so dass folgendes Diagramm

kommutiert:
Nkxn

Ekxn IP(z)71

x PBro,n

&(k,n)

Beweis. &(k,n) wird als disjunkte Vereinigung der affinen Schemata X, unter
Identifikation von Punkten im selben GLg-Orbit gebildet. Fiir die Matrizen = €
D(det,) N D(det,) gilt wegen der GLg-Invarianz der Projektion (),

(mromo)(@) = (v,'2) 'a;'s = a7z = mo(), (+)

also m; o m, = m, auf D(det,) N D(det,). Man erhilt fiir o # 7 jeweils ein offenes
Unterschema U, := X, N D(det;) in X, mit Isomorphismen

Por = Tr rUU,T: UO,T — UT,O' s

wobel ¢, r © 9ros = T, [x,= id. Wegen der GLg-Invarianz von D(det.) gilt fir
z € X,;ND(dety)ND(det¢) immer ¢r,(z) = 2, 2 € D(det.), also jeweils ¢+ (Uy N
Use) = Ur s NUr¢ und nach (%) auch ¢, = @rc 0 @or auf Uy N Ugyp.
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Das Ergebnis der Verklebung der X, entlang der ¢, , ist nach 1.2.3 ein Schema
®(k,n), versechen mit einer offenen Uberdeckung {V,} und Inklusionen 9, : X, <
&(k,n) mit ,(X,) = V, und ¢y = 1pr0p, , auf U, .. Dies ist das Bild der Projektion
i Epxn — &(k,n), die sich lokal aus den Kompositionen v, o 7, zusammensetzt,
denn wegen 7, (D(det,) N D(det,)) C Uy, folgt aus (x) jeweils

¢JO7TU = (¢TOSDO',T)O7TO' = Q;Z)TO(T‘-TOTFJ) = /l;Z)TOTrT

auf D(det,)ND(det,). Auf der anderen Seite ist klar, dass die ¢, unter den lokalen
Einbettungen Apx,(c): X, < U, jeweils den Ubergingen

SpecK[p][pool(pr/ps) '] — SpecK[pllprol(po/pr) "]

auf U, N U, entsprechen, d.h. die jeweiligen Restriktionen bilden ein kommutatives
Diagramm:

VAV, 2 Uyr — 20 17 1,
Yo, T

UT,O’

Die Injektionen Agy, (o) o 1o ! setzen sich damit zur Pliicker-Einbettung PBrn als
Inklusion projektiver Schemata zusammen. 0

1.2.5 KOROLLAR
&(k,n) ist eine k(n — k)-dimensionale projektive Varietét.

1.2.6 BEMERKUNG

Eine naheliegende Verallgeminerung des tautologischen Biindels Opn-1(1) auf P~ =
&1, ist das Unterbiindel &}, des trivialen Biindels &(k,n) x A™ — &(k,n) mit

S 1= {(L,v) € B(k,n) x A": ve L},

d.h. die Faser iiber dem Punkt L € &(k,n) ist der Vektorraum L. Fiir z € X,
also z, = 1gL,, erhélt man einen Zeilenvektor v = (vy,...,v,) € Ly := GLi(z) als
(1 x n)-Matrix v = vy, wobei (), : K™ — K1*¥ hier die Projektion auf die durch
o indizierten Eintréige bezeichnet. Aus dem Reprisentantensystem 1.2.1 resultiert
damit die Darstellung

Ekm v, = {(Lx,v): zs € GLg, v = v(,x;lx},

wobei die affinen Schemata V, = A¥"=*) die offene Uberdeckung von &(k,n) aus
1.2.4 bilden. &3 ,, ist also ein Vektorbiindel vom Rang k mit lokalen Trivialisierungen

1

Po * gk,n rVa — V, x Kk’ (L:B’wx; :C) — (Lmaw)7

1 1

wobei w = (wz;'z),, Wegen (wr,'z), = w(z, z), = wzr,
Yot (VoNVz) x KE — (V, N V) x KF zu 0,7 € (}) durch

1z, sind die Ubergiinge

QOG,T(Lan) = @r O<P;1(Lx,w) = (PT(anwx(:lx) = (mex;lxr)
gegeben. Man erhélt also

Og(kn)(1) = N Gn = O]P(;;),l(l) l&(k,n) -
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Es wird nun noch gezeigt, dass &(k,n) als Bild der rationalen Abbildung
Nexn: AFXn —— > p(i)-1 (1.2.7)

abgeschlossen ist, d.h. dass sich die Menge der abgeschlossenen Punkte von &(k,n)

als homogene Nullstellenmenge innerhalb von P ()" herausstellt.

1.2.8 THEOREM
Die Pliicker-Einbettung By, ,, ist eine abgeschlossene Einbettung.

Beweis. Mit den bisherigen Ausfithrungen geniigt es zu zeigen, dass jeweils das Bild
der lokalen Inklusion
/\kxn(o'): Xo —— U,

(s. 1.2.2) abgeschlossen in U, = AB) " ist Fir o € X, kann man jede durch ein
T # o indizierte (k X k)-Untermatrix nach den Zeilen der durch o N 7 indizierten
Spalten entwickeln (Laplace-Entwicklung), wodurch man, wegen z, = 1 € GLg, die
zu o gehorigen Spalten und Zeilen eliminiert und bis auf Vorzeichen einen Minor
der GroBe k — |o N 7| in der (k x (n — k))-Untermatrix 2’ erhélt, die aus den durch
{1,...,n} \ o indizierten Spalten besteht. Die durch 7 # o indizierten k-Minoren
von x sind also bis auf Vorzeichen die
O -0
— r r k

Minoren aller Grofen » = 1...min{k,n — k} von z’. Die aus der Entwicklung re-
sultierenden Relationen zwischen diesen Minoren erzeugen ein Ideal im Koordina-

tenring K[p]/ (ps — 1) von U,, und jede Nullstelle iiber diesem Ideal liefert mit den
1-Minoren auch die zugehorige Matrix. 0

Der generische Punkt von &(k,n) ist der Kern des Komorphismus
/\;::Xn: K[p] > K[t] y Do deta, (129)
zum Morphismus 1.2.7.

1.2.10 DEFINITION
Das homogene Primideal Jy, ,, := ker A}, heifit Pliicker-Ideal.

1.2.11 BEISPIEL

Fiir k = 1 oder k = n — 1 ist jeweils k(n — k) = (}) —1 = n — 1, und die lokalen
Einbettungen A, (o) sind Isomorphismen X, =2 A"~!, Der einfachste nichttriviale
Fall ist k¥ = 2 und n = 4. Man erhilt z.B. fiir 0 = {1,2} die lokale Einbettung

1 0 a3 aus N2,4({1,2})
— (a23, a4, —a13, —a14, A130424 — a14a23) )
0 1 a3 am

deren Bild in A% durch die Gleichung z5 = 2124 — 2923 charakterisiert ist. Notiert
man o = {01 < o2} mit 0109, so ergibt Umbenennung und Homogenisierung bei
p12 € K[p] = K[p12, P13, P14, P23, P24, P34]:

Jo4 = (p12p3a — P13P24 + P1ap23 ) - (1.2.12)
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Der Erzeuger ist das Pfaff’sche Polynom P4 (s. [Sat75], I11.1.3), dessen Quadrat die
Determinante der alternierenden 4 x 4-Matrix

0  pi2 p13 pu
-piz2 O D23 D24
—p13 —p23 0 p3s
—p14 —Dp2a —p3a O

bildet. Die nicht verschwindenden 3-Minoren in A4 sind alle von der Form +p;;Py,
und alle pgj fiir 1 <14 < j < 4 treten als ein 2-Minor in A4 auf, so dass der Rang
der Matrix Ay4(z) € K™%, z = (212, 213, 214, 223, 224, 234), stets entweder 2 oder 4
betrégt, sofern ein z;; von Null verschieden ist. Ist [z] eine homogene Nullstelle von
P4, so ist das Bild des durch A4(z) beschriebenen Endomorphismus der Unterraum
L, € &34, der unter der Pliicker-Einbettung auf [z] abgebildet wird. Ist némlich
2ij = ay;a2; — ajjag; fir 1 <14 < j < 4, so berechnet man jeweils

Ay(z) - (aviej — avje;) = zij (a1, av2, a3, apa)

fir v = 1,2, d.h. nach Wahl eines z;; # 0 lassen sich die Erzeuger von L, aus den
Spalten von A4(z) linear kombinieren.

1.2.13 BEMERKUNG

Die affinen Karten V, = U, N &(k,n) der offenen Uberdeckung von &(k,n) lassen
sich unter der in 1.1 begriindeten Identifikation der Unterraummenge &(k,n) mit
dem Bild der Pliicker-Einbettung im projektiven Raum auch explizit als Mengen
von Unterrdumen beschreiben: Die Projektion (- ), entspricht im Sinne der Identi-
fikation AF*" = KF*" = Hom(K", KF) jeweils der Restriktionsabbildung bzgl. der
Einbettung KF = L, := span {e;: i € o} C K". Die Unterrdiume L € V,, entsprechen
also im Sinne von 1.1 den Epimorphismen f € Epy,, mit ker f N L, = 0, so dass

L@:{Le@@myL@Lisz}

1.3 Die Grassmannsche unter Torus-Wirkung

In diesem Abschnitt wird nocheinmal auf die Grassmannsche &(k,n) als GL,,-Modul
Bezug genommen. Genauer wird, insbesondere um den Begriff einer Torischen Va-
rietdt 1.S.v. [Ful93] und die damit zusammenhéngende Terminologie zur spéteren
Referenzierung definiert zu haben, die Wirkung des n-dimensionalen Torus

" .= (K*)" C GL,

als Untergruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen auf &(k,n) untersucht, die, im
Gegensatz zur GL,-Wirkung, nicht transitiv ist.

Es wurde gezeigt, dass GL,, auf &(k,n) als Unterraummenge mit L —— h(L)
operiert, und dass diese Wirkung durch Rechtsmultiplikation von (k x n)-Matrizen
mit Elementen aus GL,, induziert wird (s. 1.1.7, S.6). Bezeichnet man mit t, zu
t = (t1,...,tn) € T" und o € (}) die Untermatrix (¢;)ico € T*, so ist (z - t), =
Ty -ty fiir @ € By, also det (z - t)s = (][;c, ti) det 2,. Die durch die Pliicker-
Einbettung induzierte T"-Wirkung auf &(k,n) C P A"K" ist daher die auf dem
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projektiven Raum durch vy A ... Avg —— tvg A ... Aty induzierte Wirkung, die
bzgl. der fixierten Basis die Darstellung

(t, oo tn)  wo], = [([They ti) wo , (1.3.1)

fiir (t1,...,t,) € T" und [wy] € PAF K = P(¥)-" hat. Man erhilt T als algebrai-
schen Torus! in GL(A® K™), und die in der Wirkung 1.3.1 auftretenden reguléiren
Gruppenhomomorphismen Xo: (t1,...,tn) = [[;c,ti werden als Elemente der
Charaktergruppe von T" die Gewichte der Toruswirkung genannt.

Die 2(F) — 1 Orbits der natiirlichen Wirkung des Torus T = ’]I‘(z)/K* auf
P /\k K™ sind invariant unter der Wirkung 1.3.1, woraus eine Zerlegung

(PA*K™) /T = [Ig ((T5/K*)/T"),

indiziert durch die nichtleeren Teilmengen S C (Z), resultiert. Fiir eine (k X n)-
Matrix x € Ej,,, sei
suppzx = {a € (2) det z, # O}

der Support von x, wobei x, wie in 1.2 die durch ¢ indizierte (k x k)-Untermatrix
von z bezeichnet. Wegen (g - ), = g - x, fiir g € GLy ist der Support, abhingig
von der gewihlten Basis, eine Invariante des Unterraums L = GLg(z) € &(k,n), so
dass supp L definiert ist. Die Pliicker-Einbettung macht somit zu jeder Teilmenge
S C (Z) die Menge aller Unterrdume L mit supp L = S zu einer T"-invarianten
Teilmenge des Torus T /K*.

Der Quotient &(k,n)/T" zerfillt also in gewisse Klassen &(k,n)s/T" zu S C (})
mit &(k,n)s :={L € &(k,n): suppL = S} # 0.

1.3.2 PROPOSITION
Die Pliicker-Einbettung induziert zu jeder Teilmenge S C (}) mit &(k,n)s # 0 eine
Einbettung

&(k,n)g/T" —— (T/K*)/T"
des Quotienten der T™-Wirkung als Teilmenge einer abelschen Gruppe.

Beweis. Die T"-Wirkung ist fiir jede Teilmenge ) # S C (}) mit der Struktur der
abelschen Gruppe T® /K* vertriglich, in dem Sinne, dass fiir t € T" und [w], [w'] €
TS /K* immer (t.[w])-[w'] =t. ([w] - [w]) gilt. Daraus folgt, dass der Orbit T™([1]s)
iiber dem neutralen Element [1]g in T¥/K* eine Unterguppe in T°/K* bildet und
der Quotient (T /K*)/T™ als Menge mit der Quotientengruppe (T°/K*)/T"([1]s)
iibereinstimmt, denn wegen t.[w] = t.([1]s - [w]) = (t.[1]s) - [w] erhélt man den
Orbit T"([w]) als Nebenklasse T"([1]g)[w]. O

Der T"-Orbit T™([1]) fiir S = (}}) wird der generische T™-Orbit iiber der Grassmann-
schen genannt. Bildet man aus den Gewichten x, der T"-Wirkung den homogenen
K-Algeba-Homomorphismus

Kip] = Klpo: 0 € (})] —=Kltr,... tal , po — [] (1.3.3)
1€0
'Eine Untergruppe von GL(W) wird algebraisch genannt, wenn sie in der Zariski-Topologie von

GL(W) abgeschlossen ist. Es ist klar, dass T™ auBerdem einen algebraischen Torus in GL(A* K™)
bildet, also aus halbeinfachen Elementen besteht (s. [Hum75]).
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so stimmt der Zariski-Abschluss T"([1]) iiber dem generischen Orbit in P(H) " mit
dem Abschluss iiber dem Bild der zugehorigen rationalen Abbildung iiberein. Au-
Berdem ist klar, dass der durch t — t.[1] = [x,(t)], gegebene regulire Epimor-
phismus T™ — T™([1]) von algebraischen Gruppen modulo K* injektiv ist, denn aus
[wo]e € T™([1]) lassen sich die Zahlen ¢;/t; fir (¢1,...,t,) mit wy = Xo(t1,...,tn)
fir o € (}) in eindeutiger Weise rekonstruieren. Der Orbit-Abschluss T™([1]) ist
daher eine (n — 1)-dimensionale projektive Varietét, die den Torus T"/K* als dichte
offene Teilmenge enthiilt.

1.3.4 DEFINITION+PROPOSITION
Es sei d > 0 eine natiirliche Zahl. Eine Torische Varietdt zum Torus T¢ = (K*)4
ist eine normale Varietit X, zusammen mit einer Einbettung T — X als dichte
offene Teilmenge, so dass die natiirliche Wirkung von T¢ auf sich selbst sich zu einer
Wirkung T% x X — X erweitert.

Jede torische Vaietét 18t sich auf die aus den folgenden Aussagen hervorgehende
Weise konstruieren.

(i) Die reguliren Gruppenhomomorphismen T¢ — K* bilden die Charakter-
gruppe M von T?. Dies ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang d, deren

Elemente als Monome xi*---x53': t = (t1,...,tq) — t2 =t -t} zua =
(a1,...,aq) € Z% geschrieben werden. Sie erzeugen den Koordinatenring K[M] =

Klxi, Xfl, ey Xds Xgl] von T? als K-Vektorraum.

(i) Die reguliren Gruppenhomomorphismen K* — T¢ (1-psg’s) bilden eine freie
abelsche Gruppe N = 7%, sind also von der Form \“ = AP A
(t, ... t4) fiir u = (uy,...,uq) € Z%. Es ist N = Hom(M,Z) entprechend
der perfekten Paarung { -, - ): M x N — Z mit x o A(t) = t{X:*) fiir alle
t € K* also (u, a) =ujay+...+ugaq fiiru= (uy,...,ug),a=(ay,...,aq) €
VA

(iii) Mit "Kegel” wird hier immer ein strikt konvexer rationaler polyedrischer Kegel
bezeichnet, das ist eine Menge der Form

o = pos({ug,...,ur})
= {z\lul—i—...—&—/\rur: Al,...,ArZO} C Nr := Nz R

mit uy,...,u, € N, die c N —o = {0} erfiillt. Die Dimension eines Kegels o ist
die Dimension des kleinsten R-Vektorraums in Ny = R, der o enthélt. Die
Seiten eines Kegels o sind die Mengen der Form ker ¢ N o, wobei ¢ eine auf o
nichtnegative Linearform bezeichnet.

(iv) Der zu o duale Kegel ist 0¥ C Mg := M ®z R mit
o/ :={meMg: (m,u) >0 Yuca}.

oV ist ebenfalls strikt konvex und rational und ¥ N M eine endlich erzeugte
Halbgruppe in M. Das affine Schema X, := SpecK|[oV N M] ist eine Torische
Varietéit zu T¢.
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(v) Ein Fécher ¥ ist eine endliche Menge von Kegeln o, so dass fiir o € ¥ auch
T € X fiir alle Seiten T von o gilt und fiir o, 7 € ¥ stets o N T eine gemeinsame
Seite von o und 7 ist. Man erhélt eine Torische Varietit Xs, zu T® durch
Verkleben der Torischen Varietéiten X, zu den Kegeln o € X entlang der
offenen Teilmengen X ;.

Ist beispielsweise eine Basis {ey,...,es} von N = Z? gegeben und setzt man eg :=
—ej — ... — eg, so bilden die von den echten Teilmengen in {e,...,eq} erzeugten
Kegel einen Ficher, aus dem der projektive Raum P? als Torische Varietiit zum
Torus T? resultiert, der sich mit (t1,...,tq) = [t1: ...: tq: 1] als dichte offene
Teilmenge einbetten 148t.

Die Charaktere X, bilden als Elemente in M = Z" die Eckenmenge des (n — 1)-
dimensionalen konvexen Polytops!

P = conv{xaz o€ (Z)} 1= {ZU)\UXU: 0< A <1Vo, ZO)\le}
in Mpr = M ®z R =2 R", das wegen der Darstellung
P = {(z1,...,20) € [0,1]": 21+ ... + 2, =k}

der k-te Hypersimpler genannt wird (vgl. [Stu95]). Die Seiten F' an P sind die kon-
vexen Polytope der Form

F = face,(P) := {ue€ P: cu>cv Yve P},
zu den linearen Funktionalen 0 # ¢ € Ng, und fiir jede Seite F' an P ist
Np(F) := {c € Ng: F = face.(P)}

der Normalenkegel iiber F'. Dies sind Kegel i.S.v. 1.3.4, die einen Fécher ¥ bilden,
so dass jeweils die eindimensionalen Kegel p = Np(F) iiber den Facetten F an P,
die mit einer Ecke y, inzident sind, die Kanten des (n — 1)-dimensionalen Kegels
¢s = Np(xo) bilden. Der eindeutig bestimmte Erzeuger n, € N der Halbgruppe
p N N zu einer Kante p in ¥ wird das primitive Element von p genannt.

Dem Ubergang [t1: ... : t,] — (t1/tn, ..., tn_1/tn) von T"/K* zu T" ! entspre-
chend wird M mit (21,...,2,) — (z1,...,2,_1) auf M’ = Z"~! projeziert, wobei
P strukturerhaltend auf das konvexe Polytop P’ C My = R™! abgebildet wird,
das aus allen (z1,...,2,-1) € [0,1]" ! mit k—1 <21+ ...+ 2,1 < k besteht. Der
dreidimensionale zweite Hypersimplex zu n = 4 ist ein reguldrer Oktaeder, dessen
durch 0 = {01 < 09} C {1,2,3,4} indizierte Ecken sich fiir komplementére Indizes
gegeniiberliegen, und dessen 8 Facetten die Dreiecke F;, F/ fiir ¢ = 1,2,3,4 sind,
wobei jeweils F; aus den Ecken x, mit ¢ € o und F] aus denen mit i ¢ o gebildet

!Die Dimension eines konvexen Polytops P ist die Dimension der affinen Hiille iiber P, also die
Dimension des kleinsten Unterraums in R", der P nach geeigneter Verschiebung enthélt. Naheres
zu konvexen Polytopen bei [Grii67].
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wird:

{3,4} {1,3}

Die inwendig ausgerichteten Normalen iiber den zweidimensionalen Seiten eines Nor-
malenkegels ¢, werden in My = R* von den Richtungsvektoren der mit o inzidenten
Kanten erzeugt, und zwar von x, — xr fir 7 # 7 := {1,2,3,4} \ 0. Man kann (;1)
mit der Menge aller Permutationen 7 € &4 mit 7(1) < 7(2) und 7(3) < =w(4)

identifizieren, und erhilt zu jedem o eine Nummerierung der 4 Erzeuger von ¢ mit
V] 1= €g, — €5y, V2 = €5y — €5y, U3 1= €5, — €5y, U4 = €5, — €5,

wobei @ = {71 < 72}. Dies sind auch Erzeuger der Halbgruppe ¢y N M, und die
Relation vy + v4 = v + v3 ergibt

KlcY "M = K[t;'t;: i €7, j o] = Kty,ta,ts,ta]/ (tits — tats),

d.h. der Torus '11‘4/K* wirkt auf der Menge aller (21, 22, 23, 24) € A%, die 2124 = 2923
erfiillen, durch

[t1: to: tg: ta]. (21,22, 23, 24) = (t5 Moy 21, 15 ton20, U5 oy 23, toitay2a).
Es wird nun noch kurz auf das Problem eingegangen, fiir welche .S C (Z) die Menge
®(k,n)g nichtleer ist. Dies ist ein Gegenstand der Matroid-Theorie.

1.3.5 DEFINITION
Ein Matroid iiber {1,...,n} ist eine nichtleere Familie M von Teilmengen von
{1,...,n}, so dass

(i) fir s€ M undt C s auch t € M gilt, und
(ii) fiir s,t € M mit |s| < |t| ein i € t\ s existiert, so dass s U {i} € M.

Die Elemente in M heiflen die unabhdingigen Mengen zu M. Eine maximal undbhéngi-
ge Menge heifit Basis von M. Die Menge B(M) aller Basen von M besteht immer
aus Elementen gleicher Kardinalitét.

1.3.6 PROPOSITION
Existiert zu S C () ein L € (k,n) mit supp L = S, so bildet S = B(M) die Menge
der Basen eines Matroiden M tiber {1,...,n}.
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Beweis. Ist S = suppax fiir eine Matrix « vom Rang k, bestehend aus Spalten
T1,..., 7, € KF soist S # und M := {7 C 0: o € S} ein Matroid mit B(M) = S:
fir s,t € M existieren o,7 € S mit s C ¢ und t C 7, also sind die Mengen
x(s) :=={wx;: i € s} und x(¢t) := {z;: i €t} linear unabhingig. Fiir |s| < |t| konnen
daher nicht alle Elemente aus z(t) in dem von x(s) erzeugten Unterraum in K¥
enthalten sein, so dass ein 7 € t\ s existiert, mit dem z(s) U {z;} linear unabhéngig
ist und daher s U {i} € M gilt. 0

Ein Matroid M iiber {1, ... ,n} wird linear darstellbar iber einem Korper IF genannt,
wenn es n Elemente eines IF-Vektorraums gibt, so dass M die linear unabhéngigen
Teilmengen indiziert. Beispielsweise ist der Matroid iiber der Basismenge (Z) iiber
jedem Korper linear darstellbar, der n paarweise verschiedene Elemente a1,...,an,
enthélt, da kein k-Minor der aus den Spalten x; = t(l,ai,ag, .. ,af_l) gebildeten
Matrix verschwindet (Vandermonde-Determinanten). Der selbe Ansatz zeigt, dass
auch jeder Matroid mit Basismenge S = B(M) C (g) iiber einem solchen Korper
linear darstellbar ist, da sich M durch die Gleichungen x; = 0 fiir ¢ ¢ US und
x; = x; fiir i,j € US und {i,j} ¢ S charakterisieren 1&8t. Im Allgemeinen steht ein
geeignetes Gleichungssystem jedoch nicht ohne Weiteres zur Verfiigung.

1.3.7 BEISPIEL
(i) Fiir n =4 und k = 2 kann man auch an dem Erzeuger

f = p12p34 — p13P24 + P1ap23

des Pliicker-Ideals J24 C Klpi2,p13, P14, P23, P24, p34] (vgl. 1.2.11) erkennen,
dass sich alle 36 Matroide mit Basen S C (3) linear iiber K darstellen lassen:
Die an f beteiligten Monome werden durch die drei Zerlegungen

s1:={{1,2},{3,4} }, so == {{1,3},{2,4} }, s3:= {{1,4},{2,3} }

von {1,2,3,4} indiziert, und zu S C (;‘) existiert genau dann ein w € K()
mit Support S und f(w) = 0, wenn es zu jedem ¢ € {1,2,3} mit s; C S ein
J #imit s; C S gibt. Man sieht, dass auch jede Basismenge B(M) C (;1) eines
Matroiden M iiber {1,2, 3,4} notwendigerweise diese Bedingung erfiillt.

(ii) Der Vdamos-Matroid iiber der Basismenge
8
(D (2ea. 026 pansh (678 )

ist iiber keinem Korper linear darstellbar ([VAm78]). Die Umkehrung von 1.3.6
ist also i.A. nicht richtig.
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2 Die Torische Varietit X (k,n)

2.1 Eine degenerierte Determinante

Es soll nun eine projektive Varietdt untersucht werden, die man zunéchst in einem
intuitiven Sinne als degeneriete Grassmannsche auffassen kann. Dies wird dann in
Abschnitt 3 in Begriffen der Deformationstheorie prézisiert.

Die geometrische Situation in 1.2 war bestimmt durch die kommutierenden Grup-
penwirkungen

GLy x ExKP ———=E,K* = |J, D(det,) (17)
detl l/\kxn l/\kxn
K* x g KE) ———g k() = A\ o

wobei Ep K" = Egx, die Menge aller (k x n)-Matrizen von maximalem Rang be-
zeichnet und die aus den (Z) Projektionen (-),: KFX™ — KEXF gebildete Funktion

Npxn: T — (detxo)oe(z),

auf der Vereinigung der Mengen D(det,) = (-),'(GLy) fir o € (}) die Pliicker-
Einbettung als Injektion der Quotienten induziert:

Qj(kan) = Ekxn/Gl—k — Eq K(z)/K* — 19(75)*1 .

Vom algebraischen Standpunkt her ist die Pliicker-Einbettung durch den K-Algebra-
Homomorphismus A}, . : K[p] — K[t] mit

Py — det, = Z sgn(m) 7. d, (ce(})
TEGSk

definiert, wobei d, = Hle ti o, die durch o = {01 < ... < o} indizierte Diagonale
bezeichnet und mit m.¢; ; = {;-1(;) ; eine Wirkung der symmetrischen Gruppe 6 C
Grxn durch Zeilenvertauschungen als Gruppe von K-Algebra-Automorphismen auf
K[t] gegeben ist. Insbesondere ist d, = d o (), und d stimmt auf dem Bild der
Inklusion

(K = TF —— GLy,

des k-dimensionalen Torus als Untergruppe der Diagonalmatrizen mit der Restrik-
tion det [y« iiberein. Als Element der Charaktergruppe X (T*) von T* ist die Dia-
gonale d das Bild von 1 € Z unter der Inklusion

X(GLy) ¥ Z —7F = X(TF) = M

von abelschen Gruppen, also die Graduierung u = (uy,...,ug) — uy + ...+ ug
fiir 1-Parameter-Untergruppen u € N = Homg(M, Z). Die GLj-Wirkung auf A**™
induziert die freie Wirkung durch zeilenweise Multiplikation der Untergruppe T* auf
einer offenen Teilmenge Dy, in AF*™:

']Fk X Dk><n Dk><n = UO-D(dO')
dl \Lékxn l(skxn
K* x Dix(m) ———=Dixy = a0
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Die ”degenerierte Grassmannsche”, die Gegenstand der Untersuchungen in diesem
Abschnitt ist, ist die folgendermaflen definierte projektive Varietiit.

2.1.1 DEFINITION
Es bezeichne 6, ,, den K-Algebra-Homomorphismus mit

k
(SZXnI K[p] — K[t]7 po — dy = Htl’ﬂi (J = (Z))’
i=1

*
kxn?

sowie Iy, das homogene Primideal ker ¢ und X (k,n) das projektive Schema

Proj K[p]/Ij n-

Setzt man 0,7, : p, —— m.d, fiir eine beliebige Permutation m € &y, so ist
ker 8;7, = Iy, da & durch K-Algebra-Automorphismen wirkt. X (k,n) ist also
der gemeinsame Abschluss iiber den Bildern der zugehorigen rationalen Abbildun-

gen
Ofn: AR — s p()-1 (1€ &y).

Die Abbildung 6k, ist als Funktion in den projektiven Raum zwar konstant auf
den T*-Orbits, jedoch ist die induzierte Abbildung

Dkxn/”ﬂ"‘“ — ]13(2)71

auf dem Quotienten fiir 1 < k < n nicht injektiv, schon weil nicht alle Eintrige einer
(k x n)-Matrix an einer der o-Diagonalen beteiligt sind.

2.1.2 THEOREM
Die projektive Varietét X (k,n) ist der Abschluss iiber dem Bild einer offenen Ein-
bettung

Tkx(n—k) P(g)ﬂ’

wobei man den Torus T**("=k) unter der rationalen Abbildung 5y als den Quoti-
enten TF*(=k+1) )k 7y mhx(n=k+1) O _D(d,) erhiilt.

Beweis. Esseieino = {01 < ... < oy} fixiert. Die T*-invariante Projektion diag, :=
diag o (+)o: D(dy) — T* liefert analog zu 1.2 fiir die T*-Wirkung auf D(d,) das
Représentantensystem

D(d,)/T+ > D(d,) , TH(z) — #, () = (ding,z) 'a,

) = X,, so dass die abgeschlossenen Punk-

mit der reguléren Projektion 7,: D(d,
({1gpr}) =2 AF=F den T*-Orbits iiber D(d,)

te des affinen Schemas X, = diag),
entsprechen.

Zu einem Eintrag a, ; in einer (k x n)-Matrix a = (a; ;) gibt es genau dann ein
T={mn <... <7k} mit j =7 fiir ein ¢ wenn i < j < n—k+i. Unter der Zuordnung
a; j — b; j—iy1 bilden diese a; j eine k x (n —k+ 1) Matrix b = (b;;), die zeilenweise
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gerade die fiir di«,, relevanten Eintrédge von a enthélt:

k a — b
N—— N —— N————
k—1 n—k+1 n—k+1

Die dadurch beschriebene Projektion o: X, — AR die jeweils a auf die
nicht an der o-Diagonalen beteiligten Eintréige aus b abbildet, ist ein regulirer T*-
Morphismus und das Bild von D(d,) unter gy, wird aus dem Bild dieser Pro-
jektion gewonnen. Da X, ein Reprisentantensystem der T*-Wirkung ist und der
Torus durch zeilenweise Multiplikation operiert, ist die Abbildung, die den v (a) die
Diagonalen in a zuordnet, injektiv, sofern die Eintrége in den 1 (a) alle von Null ver-
schieden sind. Restriktion auf den Durchschnitt tiber allen D(d;) bettet daher den
Torus TF*("*) als offene Teilmenge T{#)- N X (k,n) [p,) ein, so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

dkxnlD(de)

N, D(d,) U,
| . N
X, kxnlX A(Z)—l
\w; /
Tkx (n—Fk)

Dabei ist {U,}, die iibliche offene Uberdeckung von p(i)- (s. 1.2.2). Damit ist
TF*(=k) in jedem Teil der offenen Uberdeckung {U, N X (k,n)}, von X (k,n) als
dichte offene Teilmenge enthalten. 0

Insbesondere geht die offene Einbettung in 2.1.2 fiir £ = 1 in die natiirliche Einbet-
tung
T ! = T"/K* ——=P"! = X(1,n)

iiber, wihrend ihr Bild fir 1 < £ < n im Torus (%) - P echt enthalten ist.

2.1.3 BEISPIEL
Im Fall £ = 2, n = 4, liegt jeder homogene Punkt z = [1: z13: 214 223: 224 234],
der die Gleichung

2147223 = 213724 (*)

erfiillt, unter der Voraussetzung, dass alle z;; von Null verschieden sind, im Bild von
02x4, denn man hat dann

<1 z93/713  z34/z14 0O

— [1: Z13: 214 %23 214223/2131 234] = Z.
0 1 213 Z14

Da diese Punkte als dichte offene Teilmenge in der homogenen Nullstellenmenge ()
liegen, erh&lt man

Ina = (p1ap23 — P13D24 ) - (2.1.4)
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Tatséchlich ist das Bild hier nicht abgeschlossen, denn z.B. liegt der homogene Punkt
2o =[1:0:0:1: 1: 1] im Abschluss, wihrend es keine Matrix

ailp a2 a3 *
a =
* G2 423 a24
mit 52><4(a) = [a11a22: a11093: A110924 : A12a923: A12a24 CL13(124] = 20 geben kann.

2.2 Modellierung durch Punktkonfigurationen

Der Homomorphismus 2.1.1,
Sivn: Kp] = Klpo: 0 € (})] —=K[t] = Klty;: i=1...k, j=1...n],

hat die Eigenschaft, dass er jede der freien Variablen p, auf ein Monom in K[t]
abbildet. Er wird also durch einen Homomorphismus von Halbgruppen induziert:

k
Apn: NG —= INF e, —s Zai,ai (0 ={o1<... <ox}), (2.2.1)
i=1

wobei mit e, und ¢; ; jeweils die Elemente der Standardbasis bezeichnet sind. Damit
148t sich das Ideal I, = ker o}, C K[p] durch die Unterguppe

kerz Apn = {u—v: Agpu=A;,v} C 7(%)

beschreiben, wihrend die Spalten der Matrix Ay, ,,, aufgefasst als Punktkonfiguration
in ZF*" eine Halbgruppe erzeugen, die den Koordinatenring Klp]/Ikn von X (k,n)
als Halbgruppen-Algebra induziert.

Allgemein wird der Kern eines solchen Homomorphismus als torisches Ideal be-
zeichnet. Die Definitionen wird hier zusammen mit einigen Folgerungen aus [Stu95]
(Lec.4) zitiert.

2.2.2 DEFINITION+PROPOSITION
Der zu einer Konfiguration A = {ay, ... ,a,,} C Z¢ gehorige Halbgruppenhomomor-
phismus

7a: N ——= 7% u=(up,...,un) — ura + ...+ Upam,
induziert einen Homomorphismus von Halbgruppenalgebren:
far K] i=Klzy, .. zn] — K =Kttty ot
Das Ideal I 4 := ker 74 wird als das torische Ideal zur Konfiguration A bezeichnet.

(i) Es bezeichne kerz A die von allen u — v mit wa(u) = w4(v) erzeugte Unter-
guppe in Z™. Das Binomideal I 4 wird als K-Vektorraum von den Binomen
x" — xV¥ mit u,v € kerg A erzeugt, und hat eine Darstellung

Iy = (x" —xV": u€kermy),

wobei fiir u € Z™ uy,u_ € N™ die eindeutig bestimmten Vektoren mit der
Eigenschaft sind, dass sie u = uy —u_ erfiillen und in keiner Koordinate beide
positive Eintrédge haben.
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(ii) Die Dimension einer Konfiguration A ist dim A : = dim Z.A, wobei Z.A die von
A erzeugte Unterguppe in Z™ bezeichnet. Dies ist der Rang der entsprechen-
den Matrix in Q™*? und stimmt mit der Krull-Dimension des Rings K[x]/I 4
iiberein.

(iii) Eine Konfiguration A heift graduiert, falls ein Vektor w € Q% existiert, so
dass ‘a;w = 1 fiiri = 1...m, m.a.W. wenn der Vektor (1,...,1) € N™ im
Zeilenraum der aus A gebildeten Q®*™-Matrix liegt. Das torische Ideal I 4 ist
genau dann homogen, wenn A graduiert ist.

In der Terminologie von 1.3.4 (S.17) ist eine Konfigutation A = {a1,...,a,} C Z?
als Erzeugermenge einer Halbgruppe in der Charaktergruppe M des Torus T% =
(K*)4 aufzufassen. Sie definiert damit einen Morphismus

T T = (K™, b= (fta) o (6% 8%, ()

von algebraischen Gruppen. Der Zariski-Abschluss iiber dem Bild von (*) in A™
ist das affine Schema X 4 := SpecK|x]|/I4. Ist dim.A = d, so hat () eine regulére
Umkehrung und wird zu einem Isomorphismus T¢ =2 X 4 N T™ von algebraischen
Gruppen (s. [Stu95], L.13.4), so dass man T? als dichte offene Teilmenge in X 4
erhilt, zusammen mit einer Wirkung T? x X 4 — X 4 als Fortsetzung der natiirli-
chen Wirkung von T¢ auf sich selbst. Eine graduierte Konfiguration liefert ein ho-
mogenes Ideal 14, woraus unter der Substitution z; —— 1 torische Ideale I 4_5, zu
A—a;, ={a—a;: a€ A} fir i = 1...m resultieren, so dass die affinen Varietéiten
X A—a, eine offene Uberdeckung der projektiven Varietit Y4 € P™~! mit affinem
Kegel X 4 bilden.

Eine durch eine Konfiguration 4 gegebene Torische Varietdt hat jedoch nicht
unbedingt die Eigenschaft, normal zu sein. Eine affine Torische Varietdt X 4 ist
genau dann normal, wenn die Punktmenge Z.A N pos(A) in der von A erzeugten
Halbgruppe INA enthalten ist. Ist A eine graduierte Konfiguration, so ist X 4 genau
dann normal, wenn die affinen Karten X 4_5, alle normal sind, und sie ist projektiv
normal, wenn der affine Kegel X 4 normal ist (vgl. [Stu96], Lec.2).

2.2.3 BEISPIEL
(i) Die graduierte Konfiguration Ay 4 C
2.1.1 (entsprechend 2.2.1) bildet die Matrix

7>** zum K-Algebra-Homomorphismus

111000
000110
000001

Ay, — |0 00000 e 72x0x(3),

’ 00000DO
100000
010100
001011

wobei Zeilen und Spalten jeweils lexikographisch angeordnet sind. Der Kern
von A 4 als linearer Abbildung Q% — Q® wird von dem Vektor

0,-1,1,1,—-1,0) € Q° (2.2.4)
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erzeugt. Dieser erzeugt nun bereits, da die Eintréige ganzzahlig und teilerfremd
sind, den Kern von Aj 4 als Homomorphismus von Z-Moduln und damit auch
den Kern der Konfiguration A 4 i.S.v. 2.2.2, liefert also erneut (vgl. 2.1.3, S.23)
den Erzeuger

P14P23 — P13P24
des Hauptideals I 4 = I 4, ,-

(ii) Die Gewichte der T"-Wirkung auf die Grassmannsche &(k,n) (vgl. 1.3.3, S.16)
bilden die graduierte Konfiguration

Apn = {eo) +...Fep: 1<01<... <0, <n} C Z", (2.2.5)

)

so dass die zugehorige projektive Varietét YAk . den Abschluss iiber dem ge-
nerischen T™-Orbit in &(k, n) bildet. Fiir £ = 2 und n = 4 erhélt man also die

Matrix!
111000
~ 100 1 10 4
A2 4 = S Z4X (2) .
’ 010101
001011
Man berechnet hierfiir Iz, = (pi2pss — p1apa3, p12pss — p13paa )-

2.2.6 PROPOSITION
X (k,n) enthélt den Abschluss iiber dem generischen T™-Orbit in der Grassmann-
schen &(k,n) (s. 1.3.3) als torische Untervarietiit.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass das torische Ideal I}, ,, in dem Ideal 14 zu der aus
den Gewichten der T™-Wirkung auf &(k,n) gebildeten Konfiguration Akn (2.2.5)
enthalten ist. Dies folgt mit 2.2.2(i) aus kerg Ay ,, C kerz ./le,n, und das ist klar, da
die durch (4,5) mit i =1...k, j = 1...n, indizierten Zeilen der Matrix Ay, nach ¢
gruppiert £ Untermatrizen bilden, die sich zu der aus ./Zlkm gebildeten Matrix Akm
aufsummieren. 0

Dafirl <oy <...<or <nimmeri < og; <n—k+i gilt, verschwinden in der
Matrix Ay, die Zeilen mit den Indizes (7,7) fiir ¢ > j oder j > n — k + 14, so dass
nur k(n — k + 1) Zeilen relevant sind. Da X (k,n) nach 2.1.2 aber eine k(n — k)-
dimensionale projektive Varietét ist, gilt nach 2.2.2 (iii) sogar:

dim Ay, = dimK[p|/Iy, = k(n —k)+ 1.

Entsprechend soll nun Ay, ,, zu einer Konfiguration in Z+(n=k)+1 7 yerdichtet” werden,
die zu einem Homomorphismus

Klp] — K(s, s0] = KIs] ® K[s]

gehort, wobei s 1= (s;;: ¢ = 1...k,j = 1...n—k) ein geordnetes System von
Unbestimmten und sg eine weitere Unbestimmte bezeichnet.

"Wie [Stu95](Lec.9) bemerkt, ist die zugehdrige Matrix fiir & = 2 die Inzidenzmatrix zum
vollstdndigen Graphen K.
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2.2.7 THEOREM
Es sei ¢: K[t] — K]s] der K-Algebra-Homomorphismus mit

n—k—j+i
ti7]"—> HSLV (i§j<n—k+i)
v=1
und t; j = 1 fiir 1 > j oder j > n — k + 4. Dann gilt
ker(spowodiy,) = kerdi .
wobei so: K[s] — K|s, so| die Multiplikation mit so bezeichnet.

Beweis. Essei I das maximale Ideal (¢t; ; —1: i > j oder j > n — k +4). Man erhélt

Isomorphismen
k
KIEI/T = Kltiy: i <j<n—k+i = Kfs] 2 QKltr,... o]
i=1
und entsprechend ¢ = ®f:1 @ mit
n—k—j+1
@: Kltr, .o ostn k] —=K[tr, oty k], t; — H t,.
v=1

Da ¢ offenbar injektiv ist, folgt ker ¢ = I. Die einzige Menge 0 = {01 < ... < 0%} €
(%) mit ©(65.,,(po)) = 1ist nun ¢ := {n —k +1,...,n}, woraus

ker(g’ © 6Z><n) = ker 5Z><n + (pO'O - 1>
und damit die Behautung folgt. 0

Die Komposition in 2.2.7 ist die Abbildung
k n—k—(o;—1i

)
Do > S0 H H Sipy = 50 H Si,j
i=1 =1

n—k—j>0;—i
fir o = {01 <...<or} € (}).

2.2.8 DEFINITION
FEs sei
.A,lwl = {x(0): ce(})} C ZF> (k)

wobei jeweils x (o) die k x (n—k) Matrix (x(0);;) mit

1, fallsmn—k—j>o0; —1, n
L= = <. .. < €
X(U)ZJ { 0 sonst (0 ={o ok} (k))
bezeichnet.
Es ist also

Al%;7n % {1} c ka(n%)@z ~ Zk(n*k)+1

die graduierte Konfiguration zu dem in 2.2.7 definierten K-Algebra-Homomorphismus
Klp] — K|s, so], die ebenfalls X (k,n) definiert.
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2.2.9 BEISPIEL
Die Konfiguration Aj 4 x {1} 1&8t sich durch die Matrix

111110 11000000
111000 10000000
A§74:110100:00000110-14274
100000 00 00O0T1Q00
111111 11100000

(vgl. 2.2.3(i)), darstellen, wobei die Multiplikation den in 2.2.7 benutzten Homomor-
phismus représentiert, der die Konfiguration Ay 4 C Z*** auf Ay , x {1} C Z*? @7,
reduziert.

2.3

Parametrisierung durch Ordnungsideale

Es stellt sich nun heraus, dass sich Begriffe der Ordnungstheorie zur Beschreibung
der Konfiguration A} = eignen. Die folgenden Begriffe werden hier benutzt.

2.3.1 DEFINITION
Es sei (P, <) eine partielle Ordnung.

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Eine Teilmenge C' C P heifit Kette in P, falls alle Elemente in C' vergleichbar
sind. Die durch Inklusion partiell geordnete Menge aller Ketten in P wird mit
C(P) bezeichnet.

Ein Ideal (Ordnungsideal) in P ist eine Teilmenge I C P mit der Eigenschaft,
dass fiir alle u € I gilt:

veP vu = vel.

Offenbar ist die Menge der Ideale in P abgeschlossen gegeniiber Durchschnitt
und Vereinigung. Der Idealverband von P, also der durch Inklusion gegebene
distributive Verband aller Ideale in P, wird mit Z(P) bezeichnet.

Eine Teilmenge I C P heifit Filter in P, falls fiir alle w € I und alle v € P
aus u < v immer v € I folgt. Der Verband der Filter in P wird mit Z(P)
bezeichnet.

Der charakteristische Vektor zu einem Ideal oder Filter I in P wird mit x(I)
bezeichnet, wobei x(I) = (x(I)u)uep € {0,1}F mit

1, fallsue€l,
XDy 1=
0 sonst.

2.3.2 DEFINITION
Mit k x (n—k) wird das Kettenprodukt {1 < ... <k} x {1l <...<n—k} bezeich-
net, also die durch

(V) < (i,§) 4= v <i und p<j

firv,i € {1,...,k} und pu,j € {1,...,n — k} definierte partielle Ordnung.
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2.3.3 PROPOSITION
Die Ideale iiber der partiellen Ordnung k x (n—k) sind genau die Mengen der Form

I(o) := {(,)): n—k—j>0;,—i} (c={o1<...<or} €(}))

Beweis. Ist o ={o1 < ... <o} und (3,j) € I(0),sogilt n—k—pu>n—k—j5>
o;—1 > oy —v fiir (v,u) < (4,7), also (v, ) € I(0). Sei umgekehrt I € Z(k x (n—k))
gegeben. Fiir i € {1,...,k} sei j(i) das grofite j € {1,...,n — k} mit (i,7) € I, falls
so ein j existiert und sonst 0. Mit o; := n — k — j(i) + ¢ gilt dann o7 > 1 wegen
j(1) < n—Fk und o < n wegen j(k) > 0. Wére j(i) < j(i + 1) fiir ein ¢ < k, so
wére j(i +1) > 0, also (i + 1,75(¢ + 1)) € I und, da I ein Ideal ist, (i,j(i + 1)) € I,
im Widerspruch zur Wahl von j(i). Also gilt stets j(i) + 1 > j(i + 1) und daher
0; < oip1. Fir 0 := {o1,...,04} ist dann (o) die Menge aller (7,7) mit j < j(i),
also I(o) = I. O

2.3.4 KOROLLAR
Die Matrizen x(c) € A}, (s. 2.2.8) sind genau die charakterischen Vektoren x(I) =

x(¢) zu den Ordnungsidealen I = I(o) fiir o € (7).

Es wird gelegentlich von Ordnungsidealen gefordert, dass sie nichtleer sind. Da die
Vektoren x(o) +1 € AL~ x {1} die charakteristischen Vektoren zu den nichtleeren
Idealen der Ordnung (k x (n—Fk)) U {0} mit 0 als kleinstem Element bilden, wiirde
eine entsprechende Korrespondenz auch unter dieser Voraussetzung bestehen. Hier
erweist sich jedoch der Verzicht auf diese Voraussetzung als vorteilhaft, da die Filter
in einer partiellen Ordnung P so gerade die Mengen P\ [ fiir I € Z(P) sind.

2.3.5 DEFINITION—‘,—I:I’ROPOSITION
Die Konfiguration Ay ,, x {1} mit

Ay = {x(I): T€Z(kx(n-k)},

die man erhélt, indem man in den Matrizen x(I) in 2.3.4 jede 1 durch eine 0 ersetzt
und umgekehrt, definiert ebenfalls die Torische Varietédt X (k,n).

Beweis. Dies ist klar, da Ai,m x {1} c {0, 1}k("7k) x {1} graduiert ist, denn man
erhélt fiir u = (u,) € keTZ(A,lg,n x {1}) und w € k x (n—k) jeweils

Zuo: Zuozgua—Zuozo,

wel(o) w¢l(o) wel(o)
also k:erZ(./Tl,lg,n x {1}) = k:eTZ(Ai,m x {1}). O

Die Korrespondenz 2.3.3 zwischen den Ordnungsidealen iiber k x (n—k) und den
Mengen o € (Z) erhélt eine anschauliche Interpretation, wenn man die zu einer Ma-
trix angeordneten Elemente aus k x (n—k) als die Zellen eines viereckigen Gitters,
bestehend aus (k 4+ 1)(n — k + 1) Punkten, verbunden durch k(n — k + 1) vertikale
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und k(n — k + 1) horizontale Kanten, auffasst:

B
(1,1) (1,2) co | (Ln—k)
(2,1) (2,2) | (2n—k)
k1) | (k2) co | (kn—k)
A (2.3.6)

Ein Pfad in diesem Gitter sei ein monotoner Kantenweg von der linken unteren Ecke
A zur rechten oberen Ecke B des Gitters, also eine Folge

= (Kl""vKn)

von n Gitterkanten, so dass K; von A ausgeht, K; mit K;y; firi =1...n—1
zusammenhéngt und K, in B endet. Jeder Pfad ist durch die Indizes der k vertikalen
Kanten charakterisiert, d.h. die Pfade werden durch die Mengen o € (Z) indiziert:

(o) = (Ki,...,K,) <= K,y vertikal fiir i € o.

Jeder Pfad zerlegt k x (n—k) in zwei Teile, ndmlich in ein Ideal I € Z(k x (n—k))
und den zugehorigen Filter k x (n—k) \ I. Da man umgekehrt zu jedem Ideal auch
einen Pfad als Begrenzung erhélt, sind die Elemente aus Z(k x (n—k)) also genau
die Mengen der Form

I(II) := {u € kx(n—k): wu liegt links bzw. oberhalb von II}. (2.3.7)

Dabei gibt im Pfad II(o) = (K,...,K,) fir 0 = {01 < ... <oy} die Zahl o; — ¢
jeweils den Abstand der i-ten vertikalen Kante K, vom linken Rand an, so dass

I(o) = I(I(0)) (2.3.8)
fiir o € (}), mit (o) entpsrechend 2.3.3.

2.3.9 DEFINITION
Es sci I(0) € Z(k x (n—k)) zu o € (}) geméB 2.3.3 definiert. Fiir o,7 € (}) sei

o <71 :<= (o) CI(1), sowie
oANT 1= p mit I(p) = I(c)NI(r) und
oVT = p mitI(p)=1(c)UI(r).

Ferner sei die Unvergleichbarkeit von o, T mit

olT <= o¢7 und T£o

notiert.
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Die Korrespondenz 2.3.8 zeigt, dass der von Z(k x (n—k)) auf (}) iibertragene dis-
tributive Verband durch

c<717 <= og; <7 firi=1...k, sowie
o AT = {min(o1,71),...,min(og, %)} und
oV71 = {max(o1,71),...,max(ox, )}

(2.3.10)

fir o = {01 <...<op},7={n <... <7} € (}) gegeben ist.

2.3.11 BEISPIEL
Fiir K = 2 und n = 4 entsprechen den Pfaden im Gitter 2.3.6 die 6 Punkte

G G ) CR ) ) ()

Die dazu "komplementéren” Punkte, die durch Vertauschen von 0 und 1 entstehen
(s. 2.3.5), bilden, jeweils erginzt um die zusétzliche Koordinate 1, die Matrix A%A
im Beispiel 2.2.9 (S.28).

Die Kenntnis der aus den Filtern gebildeten Ordnung Z(P) zu einer partiellen Ord-
nung P 148t sich dazu nutzen, die Moglichhkeiten der Erweiterung von P zu einer li-
nearen Ordnung zu untersuchen. Nach Festlegen einer Indizierung P = {u1,..., Uy}
parametrisiert die Menge

e(P) i= {re€Gy: u;<u; = 7 '(i) <7 '(j) Vi, j=1...m}
fiir m € e(P) die linearen Erweiterungen {uw(l) <g e =<x uw(m)} mit
U =g uj = LE) < 7))
der partiellen Ordnung P.

2.3.12 PROPOSITION
Es sei P = {uj,...,un} eine partielle Ordnung. Die Zuordnung

7 OF := I((P,=,)) C Z(P)

definiert eine Bijektion zwischen e(P) und der Menge aller maximalen Filterketten
von P, d.h. der maximalen Elemente in der partiellen Ordnung C(Z(P)) (s. 2.3.1).

Beweis. Die m + 1 Filter I, := {w;: 7 '(i) >m —v}, v = 0...m, der linearen
Ordnung (P, =) zu w € e(P) bilden eine Kette, und da < die partielle Ordnung
< erweitert, gilt Z((P, <)) C Z(P), so dass C}, jedenfalls eine maximale Kette in
C(Z(P)) bildet.

Sei umgekehrt eine maximale Filterkette C' = {Iy C ... C I} € C(Z(P)) gege-
ben. In jeder der Mengen I, \ I,_1, v = 1...r, kann man ein v mit u % v fiir alle
v € I, \ I,_1 wihlen und erhilt I := I, \ {u} € Z(P), denn fiir v € I und ¥ > v
gilt entweder v € I,y und © € I,y C I oder v € I, \ I,_1 und u # v € I, also
jeweils v € I. Wegen I,,_1 C I C I, folgt I = I,,_1 aus der Maximalitéit von C, also
jeweils |I,| = |I,—1| + 1 und insbesondere r = m, Iy = () und I,,, = P. Damit ist
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7 € e(P) mit 771(i) := m —v+1 fiir {u;} =L, \I,—1,i=1...m, denn aus u; < u,
mit {u;} = I, \ I,—1 und {u;} = I, \ I, folgt p < v wegen u; € I, fiir p > v,
also m~1(i) < w~1(j). Insbesondere ist I, = {u;: 7 (i) >m —v} fir v =0...m,
so dass C' = C} folgt und eine Umkehrung definiert ist. 0

2.3.13 BEISPIEL

Es gibt 5 Moglichkeiten, die Elemente der partiellen Ordnung 2 x (5 — 2), notiert
mit 45 fiir i = 1,2, j = 1,2, 3, so anzuordnen, dass die partielle Ordnung erhalten
bleibt:

11 < 12 < 13 < 21 < 22 < 23,
11 < 12 < 21 < 13 < 22 < 23,
11 <13 < 21 < 12 < 22 < 23,
11 <12 < 22 < 13 < 21 < 23,
11 < 13 < 22 < 12 < 21 < 23.

Die 5 linearen Erweiterungen entsprechen mit 2.3.3 gem&fl 2.3.12 den maximalen
Ketten der mit 2.3.9 definierten partiellen Ordnung (g), also den 5 verschiedenen
Wegen, die in dem folgenden Diagramm jeweils in Pfeilrichtung von {1,2} nach

4,5} fithren:
{4,5} fithren s

{3,4} —— {3,5}

{2,3} ——{2,4} ——{2,5}

{1,2} {1,3} {1,4} {1,5}

Die Anzahl der monotonen Pfade in einem aus m? Zellen bestehenden quadrati-
schen Gitter, die keinen Punkt oberhalb der Hauptdiagonalen treffen, ist bekannt
als die Catalan-Zahl C,y,, die mit diversen Abzéhlproblemen in Zusammenhang steht
(vgl.z.B. [Sta99]).

2.3.14 KOROLLAR
Die Anzahl der linearen Erweiterungen der partiellen Ordnung 2 X (n —2) (n > 3)

ist die Catalan-Zahl
c B 1 2(n —2)
2T i\ n—2 )

2.4 Eine Basis fiir das torische Ideal I,

Es wurde implizit bereits gelegentlich von der folgenden linearen Erweiterung der
mit 2.3.9 definierten partiellen Ordnung (Z) Gebrauch gemacht.

2.4.1 DEFINITION
Es bezeichne =< die lexikographische Ordnung auf (2), also die durch

o <X 7<= Jie{l,...)k}:o1=71...,0i1-1=Ti—1, 0, < T

firo = {01 <...<op} und 7 = {r < ... <7} definierte lineare Ordnung. Ent-
n

sprechend seien die freien Variablen p, im Polynomring K[p] = K [paz o€E (k)]
durch
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Poe > Pr i 0 <X T

geordnet.

Die Umkehrung der Ordnung auf den Variablen ist willkiirlich, entspricht aber der
iiblichen Sichtweise z; > ... > x;, im Polynomring K[z1,...,2;,]. Die Anordnung
der Variablen erméglicht es, den Polynomring K[p| mit einer Termordnung zu ver-
sehen und Ideale durch Grébner-Basen zu beschreiben. Einige elementare Begriffe
dazu seien hier zitiert. Eine ausfiihrliche Behandlung findet sich z.B. in [BW93].

2.4.2 DEFINITION4-PROPOSITION

Es sei K[x| = K|[z1,...,2,] ein Polynomring mit Variablenordnung z1 > ... > xy,
und bezeichne M,,, die Halbgruppe der Monome iiber K[x|. Eine Termordnung >
auf K[x] ist eine lineare Ordnung auf M,, = IN" mit u >; 0 fiir alle u € N und

u > v = wWH+u > W+vV

fiir alle u,v,w € IN™. Jede Termordnung ist eine Wohlordnung und verfeinert die
nattirliche partielle Ordnung auf N, die der Teilerrelation auf M,, entspricht, d.h.
es gilt stets
x| x¥ = x" < xV.
(i) Fiir ein Polynom 0 # f € K[x] bezeichnet in,(f) das Initialmonom, also das

Monom mit dem bzgl. >; maximalen Exponenten. Der Koeflizient des zugehori-
gen Terms von f heifit Initialkoeffizient. Das Ideal

ing(I) := (iny(f): fel

zu einem ein Ideal I in K[x] heifit Initialideal von I bzgl. <;. Die Monome, die
nicht im Initialideal enthalten sind, werden Standardmonome genannt.

(ii) Eine endliche Teilmenge G C K[x]| mit 0 ¢ G heiit Grébner-Basis von I bzgl.
>, falls

ing(I) = (ing(f): f€G).
Jede Grobner-Basis erzeugt I als Ideal.
(iii) Eine Grobner-Basis G fiir I bzgl. >; heifit reduziert, falls fiir alle f € G der
Initialkoeffizient 1 ist und keines der an f beteiligten Monome in dem Ideal

(ing(g): f # g € G) enthalten ist. Zu jedem Ideal I # 0 gibt es bzgl. einer
Termordnung eine eindeutig bestimmte reduzierte Grébner-Basis.

2.4.3 DEFINITION
Die graduierte umgekehrt lexikographische Ordnung auf K[x] = Klz1,...,z,,] mit
Variablenordnung x1 > ... > x,, ist definiert durch

u >g, v <= [u|>|v] oder (Ju| =|v| und

Elie{l,...,m}:um:vm,...,ui+1:vi+1,ui<vi)

firu= (u1,...,Un), V= (V1,...,0), wobei |u| = uy + ...+ tUp,.
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Insbesondere gilt also fiir 0 # u,v € N mit |u| = |v| und supp(u) Nsupp(v) = 0
stets
u >g, Vv <= max supp(u) < max supp(v), (2.4.4)

wobei supp(u) := {i: u; # 0} fir u = (uy,...,uy,) € N™.

2.4.5 THEOREM
Die reduzierte Grébner-Basis des torischen Ideals Iy, (s. 2.1.1, S.22) bzgl. >, ist

gA,w L= {pUpT — PonrDPovr: O l7e (Z)} :

Der Beweis stiitzt sich auf die folgende Beobachtung, die den durch die Konfiguration
AL x {1} (s. 2.2.8, S.27) i.S.v. 2.2.2 definierten Halbgruppen-Homomorphismus

Al = TAL {1} NG —— Zkx(nh) o 7

betrifft.

2.4.6 LEMMA
Ist u # v mit A} u = A} v, so enthilt supp(u) oder supp(v) ein Paar o,7 mit
olT.

Beweis. Mit und 2.3.4 entspricht jeder Exponent u mit |u| = d einer Familie
(I)y=1..q von Ordnungsidealen in k x (n—Fk), wobei jedes dieser Ideale als Teil des
Gitters 2.3.6 durch einen Pfad i.S.v. 2.3.7 begrenzt wird. Die Aussage ist nun an-
schaulich klar, wenn man u durch ein dreidimensionales Diagramm darstellt, indem
man d Gitter iibereinander anordnet. Beispielsweise erhélt man fiir k=3 undn =7
mit p" = p135p246p247 Und pY = pragP237P245 Diagramme der folgenden Form:

A A

Der zu u € k x (n—k) gehérige Koeffizient von Al u ist die Anzahl der Ideale
I, mit u € I, und supp(u) enthilt genau dann kein Paar o L7, wenn die I, alle
durch Inklusion vergleichbar sind, d.h. wenn u durch ein Diagramm ohne Uberhinge
darstellbar ist. Dies kann fiir u # v mit A}ﬁ’nu = A,lﬁ’nv nicht fiir u und v zugleich
der Fall sein. 0

Die Ausfiihrung des Beweises von 2.4.5 wird nun von [GL96](Th. 4.2)! adaptiert.

Beweis von 2.4.5. Zunéchst ist mit der Darstellung 2.3.10 des distributiven Ver-
bandes (Z) klar, dass an in Jy 5, enthalten ist. Fiir o, 7 gilt auferdem genau dann
PoPr F PorrPovr, wenn o L17. Wegen o V7 = o und 7 > o A7 fiir alle o L7
gilt nach (2.4.4) auflerdem fiir o L 7 immer p,pr >4p PsprPovr- g}m ist also eine
Grobner-Basis, wenn es zu jedem 0 # f € I, ein Paar 0,7 mit o L 7 gibt, so dass

1[GL96] sortiert die Variablen p, in umgekehrter Reihenfolge und erhilt daher ein entsprechen-
des Ergebnis fiir die lexikographische Termordnung.
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PoPr | ingp(f). Dies folgt aus Lemma 2.4.6, sobald ing,(f) = ing,(p" — p¥) fiir ein
p" — pY mit Aimu = Aimv. Nach 2.2.2(i) hat f eine Darstellung

S

= ch-(p“" —pY), 0+# ¢ €K, A,lﬁnul- = A}mvi firi=1...s,
i=1

und man kann s > 1 mit dieser Eigenschaft minimal wahlen. Angenommen, in der
resultierenden Darstellung

s s
f= Zaip“i—i—Zbip‘”, a;, b e Kfiri=1...s
=1 =1

ist a; = 0 fiirein 4 € {1,...,s}. Dann ist entweder ¢; = ¢; und u; = v; oder ¢; = —¢;
und u; = u; fiir ein j # 4, also

uj _

pY7) = ¢;(p™ — p¥?) oder
ci(p™ —pY') +¢j(PY —p*7) = ci(p¥ — p"),

ci(p —p¥) +¢j(p

was jeweils der Minimalitdt von s widerspricht. Also ist a; # 0 und analog auch
b; # 0 fiir i = 1...s, und daher ing,(f) = ingy,(p™ — p}’) fiir ein 4 und Gy, eine

Grobner-Basis. Dass ,C’;kn reduziert ist, ist klar. 0

2.4.7 KOROLLAR
Das Initialideal des torischen Ideals I}, ,, bzgl. der graduierten umgekehrt lexikogra-
phischen Ordnung ist das quadratfreie Monomideal

ingy(Isn) = (popr: o L7€(})).

Allgemein entsprechen die quadratfreien Monomideale im Polynomring K[z1, ..., zy,]
den Simplizialkomplexen auf der Indexmenge S = {1,...,m} (vgl. z.B. [MS04],
Th.1.7). Einem Simplizialkomplex A ordnet man dabei das Stanley-Reisner-Ideal

In = (mjy - miy: {1, 0 ¢ A)

zu, dessen minimale Erzeugermenge aus den Monomen z;, - - - z;, zu den minimalen
Nicht-Seiten H = {iy,...,4:} von A besteht, d.h. den Teilmengen H C S mit H ¢ A,
so dass F' € A fiir jede echte Teilmenge F' von H gilt. Speziell bilden also stets die
Ketten iiber einer endlichen partiellen Ordnung P einen Simplizialkomplex Ap :=
C(P) mit Stanley-Reisner-Ideal

In, = (xuzy: w,v € P,utvundv £u) C Klzy,: ue P

Beziiglich eines beliebigen Ideals und einer Termordnung nennt man den Simpli-
zialkomplex, dessen Stanley-Reisner-Ideal das Radikal des Initialideals bildet, den
zugehorigen Initialkomplex.

2.4.8 KOROLLAR+DEFINITION
Der Initialkomplex zum torischen Ideal I}, ,, bzgl. der umgekehrt graduierten lexiko-
graphischen Ordnung ist der Kettenverband

Apn = C((}) = CZ(k x (n—k))).
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Die Facetten des Komplexes Ay, ,, sind die maximalen Filterketten tiber der partiellen
Ordnung (Z), die mit 2.3.12 den linearen Erweiterungen von k x (n—k) entsprechen.
Eine allgemeine Formel fiir ihre Anzahl liegt nicht unmittelbar auf der Hand und
wird in 2.6 angegeben, wihrend sich die Anzahl der minimalen Nicht-Seiten des
Komplexes Ay, ,, leicht bestimmen 1ait.

2.4.9 PROPOSITION
Die Anzahl der Paare (o,7) mit 0,7 € () und o & 7 ist (,™,) (,}1)-

Beweis. Zu einem Paar von zwei Mengen {ai,...,ax_1} und {by,... b1} mit
1<a <...<ap1 <nundl <b <...<bgp; <nmseire{l,....k—1}
der kleinste Index mit b, > a,, falls so ein r existiert, und r = k sonst. Dann ist
o,7 € (}) mit

o := {b,....,bp—1,ar41,... a1} und 7 := {a1,...,ap,bp,... bp_1},

denn es gilt » = 1 oder b,_1 < apy1, dar > 1 und b,_1 > ary1 > ar—1 im Wi-
derspruch zur Wahl von r stiinde. Nach Umbenennung mit ¢ = {o; < ... < oy}
und 7 = {1 <...< T} ist insbesondere o; = b; < a; = 7; fiir alle i« < r und
Oy = Ar41 > ap = 7y, d.h. man findet » umgekehrt in o, 7 mit o £ 7 als den kleins-
ten Index mit o, > 7. wieder, so dass eine Umkehrung definiert und somit eine
Bijektion zwischen den fraglichen Mengen erklért ist. 0

Da die lexikographische Ordnung < eine lineare Erweiterung der partiellen Ordnung
< auf (Z) ist, ist die Menge aller Paare (o, 7) mit 7 < ¢ in der Menge aller Paare
(0,7) mit ¢ £ 7 enthalten, und die Differenz beider Mengen parametrisiert die
quadratischen Monome p,p, mit o L .

2.4.10 KOROLLAR
Die minimale Anzahl von Erzeugern des Ideals I}, ,, ist

- (1)) - (%)
2.4.11 BEMERKUNG

Wie man der Argumentation entnimmt, wird fiir die Aussagen in diesem Abschnitt
nur benutzt, dass die lexikographische Ordnung < auf (Z) eine lineare Erweiterung
der partiellen Ordnung < bildet, so dass man die selben Ergebnisse auch mit je-
der anderen Anordnung der Variablen des Polynomrings K[p| erhilt, sofern sie die
partielle Ordnung < erweitert.

N

gkn

)

2.5 Das Ordnungspolytop P (nt)

Es soll nun gezeigt werden, dass mit X (k,n) tatséchlich eine Torische Varietéit i.S.v.
1.3.4 (S.17) vorliegt. AuBlerdem soll die beschriebene Konstruktion zu der Torischen
Varietdt P(k,n) in [BCKS98] in Bezichung gesetzt werden.

Die Charakterisierung 2.3.5 (S.29) der Konfiguration Z,lwl durch die Filter der
partiellen Ordnung k x (n—k) besagt, dass die konvexe Hiille dariiber ein soge-
nanntes Ordnungspolytop bildet. Der Begriff des Ordnungspolytops und die hier
erwihnten Eigenschaften werden bei [Sta86] diskutiert. Als Referenz zur Theorie
der konvexen Polytope dient [Grii67].
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2.5.1 DEFINITION

Es sei (P, <) eine endliche partielle Ordnung mit Indizierung P = {u1, ..., uy}. Das
Ordnungspolytop zu P ist das konvexe Polytop Pp<) C RP (bzw. Pp, falls keine
Verwechslungsgefahr besteht) mit

Pp := {(zu)uep € 0,17 u<v = z, <z, Vu,v € P}.

2.5.2 PROPOSITION
Es sei P = {uy,...,up} eine partielle Ordnung. Die Ecken des Ordnungpolytops
Pp sind die Punkte der Konfiguration

Ap = {0,1}' nPp = {x(I): T€Z(P)} c Z*.

Die Menge C(Z(P)) aller Filterketten iiber P bildet auferdem eine Triangulierung
der Konfiguration Ap, also einen Simplizialkomplex, dessen Facetten die durch die
linearen Erweiterungen e(P) C &, von P parametrisierten maximalen Filterketten

Cp = I((P, =x))
fiir m € e(P) (s. 2.3.12, S.31) sind. Dies bedeutet folgendes:

i) Fiir m € e(P) ist das Ordnungspolytop P73 := P p <y zur linearen Erweiterung
P (P,=x)
=z ein m-Simplex iiber den m + 1 Ecken in A% := Ap<._).

(11) Pp = UWEe(P) 7)175
(ili) Fiir m # 7 € e(P) ist P} N PE eine gemeinsame Seite von P, und PF.

Beweis. Zunichst ist klar, dass die 0/1-Vektoren in Pp genau die charakteristischen
Vektoren zu den Filtern in P sind. Wegen Pp C [0, 1] kénen dies auch nur Ecken
an Pp sein.

Fiir 7 € e(P) definiert die lineare Ordnung <, einen Isomorphismus R” = R™,
so dass die Punkte x(I) fiir () # I € CF, entsprechend der Kette sortiert eine m x m-
Matrix (a;j) mit a;; = 1 fir 4 > j und a;; = 0 fir 4 < j bilden. Damit ist klar, dass
P% ein m-Simplex ist, dessen Seiten den Teilmengen von A7 entsprechen. womit
(i) gezeigt ist. Da (ii) klar ist, folgt daraus auch, dass alle Ecken von Pp in Ap
enthalten sind. Die Punkte im Schnitt zweier Simplizes P% und Pf sind genau die
Punkte in Pp, die in dem von 7 und 7 bestimmten Hyperebenenschnitt liegen, sie
bilden also eine Seite an P% und Pp, womit auch (iii) klar ist. O

2.5.3 KOROLLAR

Die konvexe Hiille iiber der Konfiguration Z,lg,n ist das Ordnungspolytop Pry (n)-
Die zugehdérige Triangulierung ist der Initialkomplex Ay, des torischen Ideals Iy,
bzgl. der umgekehrt graduierten lexikographischen Termordnung (s. 2.4.8).

Der Initialkomplex A; zu einer Termordnung ¢ und einem torischen Ideal I 4, das aus
einer Konfiguration A = {ay,...,a,,} C Z% resultiert, ist immer auch eine reguldire
Triangulierung der Konfiguration A, d.h. es gibt einen Vektor w € R™, so dass die
mit w in eine hohere Dimension geliftete Konfiguration

A~

A = {(a;,w;): a, € A} c R™!

37



durch Projektion auf die ersten d Koordinaten die Triangulierung Ay induziert. (vgl.
[Stu95], Lec.8, insbes. Th.8.3).

Man kann die Triangulierung der Konfiguration Z,lwl auch als eine Triangulierung
der graduierten Konfiguration Z,lﬁn x {1} betrachten, und als solche ist sie nicht
nur reguldr, sondern auch unimodular, d.h. jeder der beteiligten Simplizes hat das
Volumen 1. Dies ist klar, da das Volumen jeweils der Betrag der Determinante einer
Matrix ist, deren Zeilen sich zu einer Dreiecksmatrix mit len in der Diagonalen
sortieren lassen.

2.5.4 KOROLLAR
Folgende Zahlen stimmen iiberein:

(i) Die Anzahl der linearen Erweiterungen der partiellen Ordnung k x (n—k).
(ii)) Die Anzahl der maximalen Ketten in der partiellen Ordnung (Z)
(iii) Das Volumen des Polytops conv(.zli’n x {1}).
(iv) Der Grad der projektiven Varietédt X (k,n).

Die Ubereinstimmung von (i) und (ii) wurde in 2.3.12 festgestellt, und mit 2.5.2 ist
dies die Anzahl der Einheits-Simplizes, in die sich Conv(.z,lwl x{1}) unter Ay, ,, zerlegt.
Der Grad der projektiven Varietét X (k,n) ist das k(n—k)!-fache des Leitkoeffizienten
des Hilbert-Polynoms

hX(k,n) (m) = dimg HO(X(k7 TL), OX(k,n) (m)) (m € ]N)a

dessen Ubereinstimmung mit (iii) in [Stu95](Th.4.16) gezeigt wird.

Wie [Stu95](Prop. 13.15) bemerkt, folgt aus der Unimodularitit der reguliren
Triangulierung einer graduierten Konfiguration aulerdem, dass die zugehorige To-
rische Varietit projektiv normal ist': die aus den Simplizes der Triangulierung ge-
wonnenen Matrizen sind mit Determinanten +1 invertierbar iiber Z, so dass jeder
in pos(A) N ZA enthaltene Vektor in seinem Kegel eine eindeutige Darstellung hat
und daher in INA liegt.

2.5.5 KOROLLAR

Die Varietdt X (k,n) ist projektiv normal. Insbesondere ist X (k,n) eine Torische
Varietdt i.S.v. 1.3.4.

Ein durch seine Eckpunkte definiertes konvexes Polytop hat eine alternative Be-
schreibung als System von Ungleichungen, bzw. als Durchschnitt von Halbr&umen.
Insbesondere ergibt sich diese Beschreibung fiir ein Ordnungspolytop direkt aus der
zugrundeliegenden partiellen Ordnung. Fiir u,v € k X (n—k) sei

u<v <= u < v und es gibt kein w mit u < w < v,
also (7,j) < (v, ) genau dann, wenn entweder v =i + 1 oder p = j + 1. Die Menge
Q1 := {(u,v): u<vekx(n=k)} U{(0,(1,1)), ((k,n—k),1)}

1[Stu95] zeigt, dass bereits die Existenz einer Termordnung mit quadratfreiem Initialideal die
projektive Normalitédt impliziert.
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ist die kleinste Relation auf der Menge (k x (n—k)) U {0, 1}, deren transitiven Ab-
schluss die partielle Ordnung k x (n—k), erweitert um 0 < (1,1) und (k,n — k) < 1,
bildet. Fiir p = (u,v) € Q1 bezeichne H, die Hyperebene in R¥*("*) " die den durch
die zugehorige Ungleichung definierten Halbraum begrenzt, d.h.
{z11 =0}, falls u = 0,
H, := {zgpn-r =1}, fallsv=1, (2.5.6)
{zy = x0}, falls u <v € k x (n—k),

bzw., unter der Einbettung in den Raum R{% @ RF*(#) g R{1} o= RE(—Fk)+2.
H, = {wo =0} N {z1 =1} N {z, = 20}.

Da die durch @ parametrisierten Ungleichungen voneinander unabhingig sind,
erhilt man direkt:

2.5.7 PROPOSITION
Die Facetten des Ordnungspolytops Py, n) sind die Polytope

Fp i= H, N ka(n,k)
fiir p € Q.

Die Menge @1 enthélt die Kanten eines gerichteten Graphen Qy , := (Qo, Q1) mit
Eckenmenge

Qo := (kx(n—k))u{o,1},

der zusammen mit dem Gitter 2.3.6 (S.30) in folgender Weise ein Diagramm bildet:

|

1 B
11) —4/ (1,2) 4> .- —»(1,n—k)

| | |

v v ]
2,1) /0 (2,2) —/ -'° —T(2,n—k)

| | |

v V ]

i | |

' v ¥
(k,1) =4 (k,2) —4 -+ —/(kn—k)—1/ 1

A (2.5.8)

Insbesondere kreuzen also die gerichteten Kanten p € Q1 jeweils genau eine von

Q1| = k(n—k—-1)+1+ (k—1)(n—k)+1 = 2(k—1)(n—k—1)+n

~
vertikal horizontal

Gitterkanten. Eine allgemeinere Form des Diagramms 2.5.8 wird in [BCKS98| un-
tersucht.
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2.5.9 LEMMA
Es sei fiir o € (Z) mit Q1(o) die Menge aller gerichteten Kanten p € ()1 bezeichnet,
die den Pfad II(c) (2.3.7) im Diagramm 2.5.8 kreuzen, also

{((k,n —k),1)}, falls 0 = {1,...,k},
Qi(0) = {(0,(1,1))}, fallso ={n—k+1,...,n},
{(u,v): uweI(o), veI(o)} sonst.

Die in einer Facette F, an Py (k) enthaltenen Ecken sind die Punkte

An N Fp = {x(0): p¢Qi(0)}.

Die Beobachtung 2.5.9 bedarf keines Beweises. Man erhélt also eine Facetten-Ecken-
Inzidenztabelle des Ordnungspolytops, indem man zu jeder Ecke x(o) die Kanten
p € Q1 notiert, die der Pfad II(o) kreuzt. Die zugehorigen Facetten F, sind dann
genau diejenigen Facetten, die nicht mit x (o) inzident sind.

Das System @y, = (Qo, Q1) ist ein Kdcher ohne gerichtete Zyklen!, oder auch
ein Netzwerk mit Quelle 0 und Senke 1. Die Inzidenzmatrix zum gerichteten Graphen
Qp.n stellt die Randabbildung im Kettenkomplex Ay ,, als Homomorphismus

Ig,.,.: VAS =790, ey — €n(p) ~ Et(p)>

von freien abelschen Gruppen dar, wobei e, fiir p € Q1 und ¢, fiir u € Qo jeweils
die Elemente der Standardbasen bezeichnen, und die Funktionen h,t: Q1 — Qo,
einer gerichteten Kante p jeweils head und tail zuordnen, also h(p) = v und t(p) = u
fiir p = (u,v) € Q1. Insbesondere gilt also

I (epy .ot €p) = Enpy) — Et(pr)

fir jeden gericheteten Weg (p1,...,ps) in Qkp, so dass die Komposition 0, =
mo o Ig, , surjektiv ist, wobei mp als natiirliche Projektion durch die exakte Sequenz

™o

0 ——=7 =71{0} 7.Q0 N’ = Zkx(nk) g 741} 0

definiert ist. Da man jeden Punkt w € k x (n—k) durch einen gericheteten Weg
in @1 von 0 aus erreichen kann, ist sogar my o Oy, fiir jedes Ordnungsideal I €
Z(k x (n—Fk)) mit der entsprechenden Projektion m;: N’ — Z! surjektiv. Mit M’
als dualer Gruppe zu N’ = Homy(M’, Z) bedeutet die Surjektivitit

ka(nﬁzg)oakm: 7@ — N ka(nfk), (2.5.10)

dass Nr als R-Vektorraum von den Normalen n, := 7y (k) © Okn(e,) auf den
Facetten F, an Py (nt) erzeugt wird. Das sind die Vektoren n, € N mit

€115 falls ¢t(p) = 0,
n, = —Ehn—ks falls h(p) = 1,

Eh(p) — Et(p)> sonst.

'vgl.z.B. [Hil03]
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Dies sind die primitiven Elemente des Normalenféchers X , in Ny iiber Ppy(pt),
wobei

Prxnt) = [ ] {m € Mg: (m, n,) >a,} (2.5.11)
PEQ1
mit geeigneten a, € Z, hier also a, = 1 fiir h(p) = 1 und a, = 0 sonst. X(k,n)
besteht aus den Normalenkegeln

N(F) = {ue Nr: (m,u)>0Vm e Pryni) (m,u)=0Yme F}

zu den Seiten F' an Pp k), und bildet einen vollsténdigen rationalen polyedrischen
Fécher i.S.v. 1.3.4 (S.17), aus dem eine k(n — k)-dimensionale projektive Torische
Varietdt Xs 4 n) hervorgeht!. Der Normalenficher ist kombinatorisch dual zum Po-
lytop, wobei insbesondere die Kanten in 3(k,n) von den primitiven Elementen n,
erzeugt werden und die Ecken des Polytops die maximalen Kegel in ¥ (k,n) und
damit eine Uberdeckung von X5 (kn) durch affine Torische Varietédten indizieren.
Die folgende Beobachtung zeigt, dass jeweils der affine Koordinatenring K[cY N M]|
zu einem maximalen Kegel ¢, in X(k,n) als Halbgruppenalgebra mit dem Koor-
dinatenring der affinen Torischen Varietdt zur lokalen Konfiguration Zli,n — x(0)
iibereinstimmt, und aus der Diskussion in [Stu95] (Lec.13, insbes. L.13.8) geht her-
vor, dass daraus die Isomorphie beider Varietédten in ihrer Einbettung in p i)
folgt.

2.5.12 PROPOSITION
Fiir o € (Z) wird die Halbgruppe ¢, N M von der Menge

A — X(0) 1= {x(r) = x(0): x(1) € Ay}

erzeugt, wobei ¢, := N(x(c)) den k(n — k)-dimensionalen Normalenkegel iiber der
Ecke x(o) an Py (nk) bezeichnet.

Beweis. Es sei (a(u, 7))y, die aus X,lm — x(0) gebildete Matrix, also

+1, fallsu e Z(r) \ Z(0),
a(u,7) = { —1, fallsueZ(o)\Z(r), (uekx(n—k), 7€ (}))

0 sonst.

Zu zeigen ist, dass sich z € ¢¥ N ZF*("*) aus dieser Matrix mit Koeffizienten in IN
darstellen 1&8t. Der Kegel ¢, wird von den primitiven Elementen n, zu den Facetten
Fp an Pry(ns) erzeugt, die mit der Ecke (o) inzident sind. Mit 2.5.9 bedeutet
z = (2zy)u € ¢ daher z, < z, fiir alle (u,v) ¢ Qlf’"(a) mit u <v € k x (n—k) und
auBerdem z(; 1y > Ofallso # {n —k+1,...,n}und z( ) < Ofalls o # {1,..., k}.
Daraus folgt
{ >0 fiiru € Z(o)
u

<0 fiiru ¢ Z(o)

Es bezeichne < die zeilenweise lineare Erweiterung der partiellen Ordnung k x (n—k):

'Ein d-dimensionales konvexes Polytop in R¢ mit Ecken in Z¢ definiert durch seinen Norma-
lenficher immer eine d-dimensionale projektive Torische Varietit. ([Cox03], Lec.12).
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(1,7) < (v,p) :<= i<voder (i =vund j < p).
Fiir u ¢ Z(o) sei 7(u) € () der Index zum Filter {v: u < v}. Man erhélt

1, fallsv>=wuundv ¢ Z(0),

ckx(n—k
0 sonst. (v (n ))

a(v,7(u)) = {

Analog ergibt sich fiir u € Z(o) mit 7(u) zum Filter {v: u < v} auch a(v, 7(u)) = —1
fiir alle v mit = v € Z(o) und a(v,7(u)) = 0 sonst. Zerlegt man also die Matrix
(a(u,T))y,r in die Zeilen zu u € Z(o) einerseits und die zu u ¢ Z(o) andererseits,
so erhélt man durch Anordnung der Zeilen entsprechend < innerhalb der beiden
Teile und geeignete Anordnung der Spalten 7(u) mit m := |Z(o)| eine quadratische
Untermatrix b(4, j); ; mit

—1, fallsi<j<m,

b(i,j) = +1, fallsj>i>m, (t,7j=1...k(n—k))
0 sonst.
Damit existiert eine Lésung in NG fiir das fragliche Gleichungssystem. 0

2.5.13 KOROLLAR
Die Torischen Varietdten X (k,n) = ProjK[p]/Ix, und Xs 4 ) stimmen iiberein.

X5y(k,n) ist die Torische Varietét P(k,n), die in [BCKS98] untersucht wird, wo auch
explizit die Isomorphie zu X (k,n) nachgewiesen wird (Th.3.2.13).

2.5.14 BEMERKUNG
Die exakte Sequenz

0 Z VA N 0
mit Z 1= ker(mpx (ntk) © Okn) C Z2 (s. 2.5.10) induziert eine exakte Sequenz

1 T T

kX (n—k) > 1

)

wobei hier die Identitit T? = Z9 ®4 K* zugrunde gelegt ist, so dass sich insbe-
sondere (z ®t) € TF*("+) = N ®7 K* als Gruppenhomomorphismus M — K* mit
m — t{™ %) schreiben 1ift, womit die induzierte Abbildung T@1 —» T** (%) gich
in der Form

(tp)p — <HM§»E“’"”>>U = (CITm) TTe™)

P h(p)=u t(p)=u

u

darstellt, und man als Kern die Untergruppe

T = {(,up)p: l;I,uﬁ,m’np) = 1Vm€M} CeT?

erhilt. Die durch 2.5.13 gegebene Beschreibung von X (k, n) durch den Ficher X (k,n)
gibt dazu Anlass, den Koordinatenring, den man bisher als Unteralgebra in K[s, sg] C
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K[M'] (s. 2.2.7, S.27) gesehen hat, durch homogene Koordinaten in den Facetten-
Variablen z, fiir p € Q1 zu beschreiben. Zu o € (Z) ist

me - — H T, = H xpeK[xp: p€Q1],

x(0)¢Fp pEQ1(0)

das Eckenmonom, und man erhélt X(k,n) als Quotienten U/T mit der offenen
Teilmenge

U := UD(mU) c A9,

wobei die Einbettung TF*("*) X (k,n) durch die Inklusion T®! C U mit T**("*)
T® /T induziert wird (s. [Cox03]).

I

2.5.15 BEISPIEL
Das Ordnungspolytop Py 4—2) C R2*? ist die Losungsmenge des Systems

0<z11, zn <212 < %22, 11 < @21 < w22, Ta2 <1,
von 6 Ungleichungen, und man erhilt die folgende Facetten-Ecken-Inzidenztabelle,

wobei die Inzidenz durch 0 und die Nicht-Inzidenz durch 1 gekennzeichnet ist, so
dass die Spalten die Exponenten der Ecken-Monome aus 2.5.14 bilden:

W{L2) x{L3D) x({L4) (23D x(24) (3.4
Fionn) 0 0 0 0 0 1
F1,12) 0 0 0 1 1 0
Fuao) 0 1 1 0 0 0
Fara 0 0 1 0 1 0
Fiorm) 0 1 0 1 0 0
Flazn) 1 0 0 0 0 0

Dieses vierdimensionale Polytop hat ferner 13 Kanten und 13 zweidimensionale Sei-
ten. Durch geeignete Projektion der Kanten auf eine der dreidimensionalen Facetten
erhiilt man als Schlegel-Diagramm (s. [Grii67] 3.3.3), einen Oktaeder mit zusétzlicher
Kante:

x({3:4}) {3,4}
{24y
/ {1,4}
{23y /
{1,3}
x({1,2}) {1,2}

Dem Hasse-Diagramm der Ordnung (;‘) entnimmt man, aus welchen Eckpunkten die
beiden Simplizes der reguldren Triangulierung As 4 gebildet sind.
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2.6 Der Grad von X (k,n)

In 2.5.4 (S.38) wurde festgestellt, dass der Grad der Torischen Varietét X (k,n) mit
der Anzahl der linearen Erweiterungen der partiellen Ordnung k x (n—¥k) iiberein-
stimmt. Dies ist zum Beispiel auch, zu gegebener Termordnung, die Anzahl der
moglichen Anordungen der Terme in einem Produkt aus einem Polynom mit & und
einem mit n—k Termen. Fiir den Fall k& = 2 ist sie als Catalan-Zahl gegeben (s.2.3.14,
S.32), und es wird nun gezeigt, dass sich eine allgemeine Formel, mithin also eine
Catalan-Zahl fiir Gitter hoherer Dimension, aus einer bekannten Formel gewinnen
148t.

2.6.1 THEOREM
Der Grad der Torischen Varietdt X (k,n) ist

(k —i)!
(n—a)l

deg X (k,n) = (k(n—k))!
i=1

Es wird die Hook-Ldingen-Formel fiir Standard-Young-Tableaux benutzt und dafiir
zunéchst kurz die zugehorige Terminologie zusammengefasst (s. [Ful97]).

Mit einer Partition A = (A1,...,Ap,) der Zahl || := A\ + ... + A, € IN mit
A1 > ... > Ay > 0 assozilert man ein Young-Diagramm. Das ist eine Tabelle von |A|
Zellen in m Zeilen, so dass in der i-ten Zeile (von oben gez#hlt) linksseitig ausgerich-
tet A; Zellen stehen. Eine Nummerierung des Young-Diagramms ist eine Belegung
der Zellen mit natiirlichen Zahlen, und ein Young-Diagramm zusammen mit ei-
ner Nummerierung heifft Young-Tableau. Ein Young-Tableau heifit Standard- Young-
Tableau, wenn die Nummerierung durch 1...|\| erfolgt und sowohl Zeilen als auch
Spalten von links nach rechts, bzw. von oben nach unten, ansteigend nummeriert
sind. Beispielsweise sind folgende Tabellen Standard-Young-Tableaux zur Partition
8=4+3+1:

215]6
418

468|
5|7

| W N =

|\I<LO|—A

Es wird mit A auch die Menge aller Zellen des zugehorigen Young-Diagramms be-
zeichnet. Zu einer Zelle z € A ist a(z) die Anzahl der Zellen rechts von z und I(z)
die Anzahl der Zellen unterhalb von z. Die Hook-Linge zu einer Zelle z ist

h(z) 1= a(z) + (=) + 1.

Die Anzahl f), der Standard-Young-Tableaux zur Partition A ist durch die Hook-
Léngen-Formel

Al
Hze)\ h(Z)
gegeben. Diese Formel wird z.B. in [PS92] bewiesen.

= (2.6.2)

Beweis von 2.6.1. Man bilde die Paare (i,7) € k x (n—k) durch die Zuordnung
(1,7) — v(i,j) := (i — 1)(n — k) + j auf die Zahlen 1...k(n —k) ab und schrei-
be sie in eine k x (n—k) Matrix, etwa v(i,j) an die Stelle (r,s). Die Zuordnung
(1,7) — (r,s) ist dann eine Permutation von k x (n—k), die genau dann die par-
tielle Ordnung k x (n—k) erhélt, wenn die Zahlen v (i, j) zeilen- und spaltenweise
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ansteigend angeordnet sind. Die Standard-Young-Tableaux zur Partition k(n—k) =
(n—k)+ ...+ (n— k) entsprechen also den linearen Erweiterungen von k x (n—k),
so dass ihre Anzahl durch die Formel 2.6.2 fiir A = (n — k,...,n — k) beschrieben
wird.

Fiir die Zellen z = (v, ) € k x (n—k) ist a(v,pu) =n—k—pund (v, n) = k—v,
also ist A(v,u) = n — v — p+ 1 die Hook-Lénge. Substitution von ¢ = k — v und
j=n—v—pu+1in der Formel 2.6.2 ergibt

k—1 n—k+i k (n—i)!
I »emw =11 Hj=H(k_Z.),,
(v,p) €k X (n—k) i=0 j=i+1 i=1 '
also die Formel 2.6.1. n
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3 Degeneration der Grassmannschen

3.1 Die klassischen Pliicker-Relationen

Es sollen hier Erzeuger des Pliicker-Ideals J, (s. 1.2.10, S.14), die sogenannten
Pliicker-Relationen, explizit hergeleitet werden. Dazu wird wie in 1.1 von einem
n-dimensionalen K-Vektorraum V' ausgegangen und die Pliicker-Einbettung 1.1.15
(S.10)

Pry: 6k V) —PAV

zugrunde gelegt. Wie in 1.1 (S.8ff) bereits ausgefiihrt wurde, bilden zu jeder Basis
(v1,...,v,) von V die Multivektoren

Vg 1= VUgy N ... AN VUg,

n

fir 0 = {01 <... < ox} € (}) (nach Anordnung) eine Basis von AF V', wobei hier
gelegentlich v, mit vy, o, notiert wird. Insbesondere gilt fiir vy,..., v, € V

v A Avp #0 <= {v1,...,v;} linear unabhéngig,

sowie
V1) Aee s Appy = sgn(m)vr A Avg

fiir jede Permutation m € &j. Allgemeiner ist fiir r,s > 0 das &uBere Produkt als
bilineare Abbildung

A NVXANV — NV

mit (An=(=1)""nA(fir (e A"V und n € A*V gegeben.

Beziiglich einer Basis von V lassen sich die in 1.2 eingefiihrten freien Erezeuger
po des graduierten Polynomrings K[p] = K [poz o€ (Z)] als die Elemente der dualen
Basis von V'V auffassen, so dass zu jeder Basis von V ein Isomorphismus

Klp] = @B Sym" A" VY
r>0
von graduierten K-Algebren gegeben ist, wobei fiir einen beliebigen K-Vektorraum
W das r-fache symmetrische Produkt als

Sym" W := Q"W /span {(w1 ® ... @ w;) — (Wr(1) @ ... @ W) ™ E Sy}

definiert ist, d.h. man fait Tensoren der Form w; ®...® w, modulo Kommutativitét
als Monome vom Grad r auf und notiert dementsprechend Erzeuger von Sym” W
mit wy - - - w,. Der im r-ten graduierten Teil von K[p] enthaltene Teil des in 1.2.10
definierten homogenen Primideals Jj ,, bildet demnach jeweils einen Unterraum im
K-Vektorraum Sym” \* V'V,

Unter Identifikation mit dem Bild der Pliicker-Einbettung 1.1.15 ist nun &(k, V)
die Menge aller homogenen Punkte [w] € P /\k V' mit der Eigenschaft, dass w zer-
legbar ist, d.h. dass Vektoren vy,...,vx € V mit w = v1 A ... A v, existieren. Speziell
stimmt &(1,V) mit P A'V = PV iiberein, wiihrend im Allgemeinen offenbar eine
echte Inklusion vorliegt. Ist etwa (eq,...,e,) eine Basis von V, so liegt beispiels-
weise [e12 + ez4] nicht in &(2,4) := &(2,K*), denn aus ejs + e3q = v1 A vy wiirde
(e12 + e34) Av; = 0 fiir 4 = 1,2 folgen, was wegen

(612 + 634) A (2161 + 22e2 + z3€3 + 2464) = Z1€134 1 22€234 + 23€123 + 24€124
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fir alle v = *(21,...,24) € K* aber v; = vy = 0 implizieren wiirde. Generell liefert
die fiir jeden Vektor w € /\k V' definierte lineare Abbildung

Aw): V. —= A"y v — wAw (3.1.1)

die folgende Charakterisierung der zerlegbaren Vektoren.

3.1.2 DEFINITION+PROPOSITION
Fiir 0 4w e A"V sei

L, := kerANw) = {veV: wAv=0},
dann gilt dimg L, < k und dimg L, = k genau dann, wenn w zerlegbar ist.

Beweis. Man kann eine Basis (v1,...,v,) von L, zu einer Basis (v1,...,v,) von
V ergéinzen und erhélt aus der resultierenden Basis (v,) von A¥V fir r = 1...m
jeweils eine Zerlegung A*V = Wl(r) ) WQ(T) mit Wl(r) = span{v,: r € o}, WQ(T) =
span {v,: r ¢ o}. Da genau dann v, A v, = 0 gilt, wenn r € o, impliziert w Av, =0
fiir die Darstellungen w = wgr) —|—wér) mit wgr) € I/Vl(r)7 wér) € WQ(T), jeweils wér) AV, =
0 und wér) = 0. Daher folgt w € Wl(l) Nn...N Wl(m) = span{v,: {1,...,m} Co}.
Wegen w # 0 folgt also m < k und m = k genau dann, wenn w € /\k L, also genau
dann wenn w zerlegbar ist. 0

Insbesondere ist klar, dass im Falle von dim L, = k die Zerlegung w = vi A ... A v
eine Basis (v1,...,v) von L, liefert und die Zuordnung [w] — L, auf dem Bild
der Pliicker-Einbettung eine Umkehrung definiert.

3.1.2 kann man auch so formulieren, dass A(w) immer mindestens vom Rang n—k
ist und dass [w] genau dann in &(k, V') enthalten ist, wenn rank A(w) < n — k. Wie
[Har92](6.6) bemerkt, induziert die lineare Abbildung w +—— A(w) eine Matrix A%
mit Eintrdgen der Form =+p,. Die Minoren dieser Matrix sind homogene Polynome
in K[p], so dass man &(k, V') mit der Nullstellenmenge der (n — k + 1)-Minoren von
AR jidentifizieren kann.

3.1.3 BEISPIEL
Die Matrix A%* mit p = (p12, P13, P14, P23, P24, P34) ist

p2s —p13 piz O

pa —puu 0 pro

p3a 0 —pua pi3
0 psa —pau D23

A2,4 _

deren nicht verschwindende 3-Minoren die Polynome der Form

+pij(p12p34 — P13p2a + puapes) (1 <i<j<4)
sind. Man erhélt also erneut (vgl. 1.2.11, S.14) den Ereuger
P12P34 — P13P24 + P14P23 (3.1.4)

des Hauptideals Jo 4.
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Wie das Beispiel 3.1.3 bereits zeigt, sind die (n — k + 1)-Minoren von A*™ iA.
jedoch von zu hohem Grad und erzeugen nicht das Pliicker-Ideal, sondern nur ein
Ideal, dessen Saturierung das Pliicker-Ideal ist. Fiir den Spezialfall £ = 2 kann man
jedoch direkt Erzeuger bestimmen.

3.1.5 PROPOSITION
Essein>2undk =2 w e /\2 V' ist genau dann zerlegbar, wenn w A w = 0, und
das Pliicker-Ideal J3 , wird von den (Z) homogenen quadratischen Polynomen

DijPvp — DivPju + Dipljv (1 Si1<j<v<p< n)
erzeugt.

Beweis. Es sei (e1,...,e,) eine Basis von V und 0 # w = ZKJ. cij € A ej mit
Koeffizienten ¢;; € K fiir 1 <1 < j < n. Man erhilt

wAw = (Zcijei/\ej) A <Zcuueu/\eu> - chijcl/uei/\ej/\e”/\eﬂ
1<j v<p 1<j v<p

= E 2(Cijeup — CikCjp + Cicjuy) €5 N ej N ey Aey,
i<j<v<pu

wobei sich die Koeffizienten zu den Summanden mit ¢ < j < v < p aus den 6 Permu-
tationen 7 € &4 mit 7~ (1) < 771(2) und 7~!(3) < 771(4) und deren Vorzeichen
ergeben:

me{(1), A3)(240)} ~ +cijo+evucyy = +2ei500

e {(23), (1 342)} ~ = CiwCipy — CipCiv = —QCZ‘VC]‘M

€ {(234), (132)} ~ +cipcjv + cjutip = +2¢iuc)y
(Man beachte, dass charK # 2 fiir & = 2 vorausgesetzt ist.) Wegen der linearen
Unabhéngigkeit der e; A ej A e, A e, impliziert w A w = 0 damit die Gleichungen

Cijcz/u — CZ'I,CJ'“ + CZ'“C]',/ =0
fiir i < j < v < p. Nach Wahl eines ¢;; # 0 erhélt man daraus die Zerlegung
Cijw = Z CijCop ey Ney = Z (CivCjp — CipCjv) ev N ey,

v<p v<p
n n

n n
= ZZCZ'VCJHBV/\GH = <Zci,,el,> VAN (ch#eu).

v=1 p=1 v=1 pn=1
O

Um allgemeinere Aussagen zu erhalten, erweist es sich als niitzlich, neben dem in
3.1.2 definierten Raum L, auch den kleinsten Unterraum L zu betrachten, der w €
AP L erfiillt. Dieser Ansatz wird aus [GH78](Ch.1.5) iibernommen.

3.1.6 DEFINITION-+PROPOSITION
Fiir 0 # w e A*V sei

v = ﬂ{LgV: we/\kL},

dann gilt dimg L* > k und dimg L* = k genau dann, wenn w zerlegbar ist. AuBerdem
ist L, ein Unterraum von L*.
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Beweis. L ist der eindeutig bestimmte kleinste Unterraum L mit w € /\k L. Ins-
besondere gilt also w € /\k LY # 0 und der erste Teil ist klar. Sei v € L, und L
ein Unterraum von V mit w € /\k L. Ist (uy,...,u,) eine Basis von L, so impliziert
wAv =0, dass die Menge {u;; A... Au;, Av: i1 < ... <} linear abhéngig ist.
Daraus folgt v € L, denn andernfalls wiren diese Multivektoren in einer Basis von
von A" (L @ Kv) enthalten. Also gilt L, C L¥. 0

Mit 3.1.2 und 3.1.6 ist nun 0 # w € /\k V' genau dann zerlegbar, wenn L, und L*
iibereinstimmen, also genau dann, wenn L* in L, enthalten ist.

3.1.7 KOROLLAR
0£we /\k V' ist genau dann zerlegbar, wenn w A v = 0 fiir alle v € L*.

Der natiirliche Isomorphismus A" VY = (A" V)Y erlaubt es, Paarungen der Form
(¢, n) fiir ¢ e A¥V und n € A¥VV zu betrachten, wobei

(A Avg, pr A AN ) = det ((vg, @; >)i,j:1...k (3.1.8)

fiir Erzeuger v1 A ... Ay, € /\k Vound o1 A ... Ay € /\k VV. Insbesondere hat
w € A*V zu jeder Basis (v1,...,v,) von V mit dualer Basis (v},...,v*) von VV die
Darstellung
w = Z (W, v Ao A vy A Ay,
11<...<if

und (v1,...,v,) enthilt eine Basis von L, wenn maximal viele (w, v;; A...A vF )

verschwinden.

3.1.9 PROPOSITION

LY ist der Unterraum aller v € V mit der FEigenschaft, dass ein ¢ € /\k_1 VY
existiert, so dass (v, u) = (w, uA ¢) fiir allew € VV.

Beweis. Es sei ein Unterraum L mit Basis (v1,...,v,) gegeben, so dass (vy,...,v,)
eine Basis von V und (vf,...,v}) die dazu duale Basis von V'V bildet. Einerseits
hat jedes Element v aus dem definierten Vektorraum eine eindeutige Darstellung
v=2 40" mit v € Lund v =3 (v, 0] )vy =30 (w, vf Ag)y; fiir
ein ¢ € A*" VY. Ist also w € A¥ L, so folgt v/ = 0 und daher v = v/ € L, denn
dann hat w eine Darstellung durch die induzierte Basis (v,) von A" L, und fiir
o={o1,...,otmit 1 <oy <...<op<mundi=m+1...nist (v,, v ANo)
eine Summe von Determinanten, die in einer Zeile die Paarungen (v, , v; ) = 0 fiir
j =1...k enthalten, so dass (w, v A¢) =0 fiir i =m +1...n folgt.
Andererseits ist die Abbildung v: u —— (w, uA @) fiir ¢ == vy A... Avy
a0 = {01,...,01} mit 1 < 01 < ... < 0 < n eine Linearform auf V"V also ist
ve VYW =V mit (v, u) = (w, uA¢) fiir alle u € VV. Enthilt also L den ange-
benen Unterraum, so folgt v € L, und 0 # (w, vy, A... Avy ) = H(w, vy, A@) =

+(v, vy, ) impliziert o}, < m, woraus w € A" L folgt. 0

3.1.9 besagt, dass L“ das Bild der eindeutig bestimmten linearen Abbildung

W) APV —=V, ¢ — wL g,

ist, die
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(wLo,u) = (w,uNo) (3.1.10)

fiir alle u € V'V erfiillt. Man erhélt sie aus der Bilinearform b,,: V'V x /\k “lyv K
mit by, (u, @) := (w, uA @) als die Abbildung ¢ — b,(-,¢) € V¥V = V. Mit 3.1.7
folgt also:

3.1.11 KOROLLAR
0#we /\k V ist genau dann zerlegbar, wenn w A (w L ¢) = 0 fiir alle ¢ € /\k_1 vV,
d. h. es gilt

[w] € ®(ka V) <~ /\(w) o (w L ) =0¢€ Hom(/\k*1 Vv’ /\k+1 V),
wobei A(w): v — w A v die Abbildung 3.1.1 bezeichnet.

3.1.12 BEMERKUNG
Man hat allgemeiner Kontraktionsoperatoren der Form

30 NPV NPTIVY —= AVY ((z,zoy)=(zAz,y) Vze NTV),
L NPV Q@ NPVY ——= ATV {2y, z) = (2, yAz) Vze NTVY),

fiir p,q > 0 (vgl. [FHI1] B.3). Insbesondere ist A(w) fiir w € A¥V die duale Abbil-
dung (w o -)V: V. — A*1V. In der Notation von [GH78] ist die Bedingung 3.1.11
fiir die Zerlegbarkeit von w durch

i(i(E)ww = 0
fiir alle 2 € A*™ V'V gegeben, wobei i(2): AV — VY mit i(-)w = (wL )Y und
i(w): NV — A" Viirw e VVmiti(-)w = (w o -), dhi(i(Dw)w: AFTTVY —
APV st die zu A(w) o (w L -) duale Abbildung.

3.1.13 DEFINITION
Es bezeichne Py, die Abbildung

/\kV ® /\kV —>H0m(/\kflvv, /\k+1v)

mit Pp(¢ ®n)(¢) = n A (¢ L ¢) fir alle ¢ € A*"'VV, bzw. die entsprechende
Abbildung unter der natiirlichen Identifikation

Hom(/\k_l V\/’ /\k-i-l V) _ /\k—l 1% ® /\k+1 V.

Mit Py, sei die Komposition der dualen Abbildung P/ mit der kanonischen Projek-
tion auf Sym? /\k V'V bezeichnet:

/\k*l 174% ® /\kJrl 1744 Pk /\k VvV ® /\k vV

i

Sym? /\k |74

51



Es ist also 0 # w € A"V genau dann zerlegbar, wenn w ® w € ker Py = (im P;)t.
Dies ist dquivalent zu f(w) = (f,w?) = 0 fiir alle f € imPy, wobei w? €
Sym? AFV = (Sym? \F VY)Y,

3.1.14 KOROLLAR
Fiir 0 #£w e A*V gilt

w] €B(k,V) <= f(w)=0 fiiralle f € imPy,.

Insbesondere wird das Pliicker-Ideal Jy, , von den homogenen quadratischen Poly-
nomen im Vektorraum im P, C Sym?> \* VV = Kp], erzeugt.

Es sollen nun aus der durch 3.1.14 gegebenen abstrakten Erzeugermenge des Pliicker-
Ideals kombinatorische Definitionen der Erzeuger hergeleitet werden. Dazu sei eine

Basis (e1,...,e,) von V mit dualer Basis (e},...,ek) von V'V fixiert.

3.1.15 PROPOSITION
(i) Die AbbildungPy: N*V @ NV — N1V @ ATV ist die lineare Ab-
bildung, die durch

(Vi Ao AYE) @ (Wi Ao A wg)

k
— Z(—l)iJrl(?}l/\...@.../\Uk)®(w1/\.../\’u}k/\vi)

i=1
fiir vi,..., v, w1,...,w, €V gegeben ist.

(ii) Die zu Py, duale Abbildung P5: AF1VY @ AP VY — APVY @ AFVY
ist die Abbildung

(1A A1) @ (Y1 A Abggr)
k41

— Z(_l)i(@l/\---/\Sok—l/\wi)(g(wl/\---{ﬁ\i---/\@bk-i-l)
i=1

fiir p1,..., 08, V1,..., Y € VY.
Beweis. Fiir Basisvektoren e, und e, der induzierten Basis von /\k V' erhilt man
fiir ¢ € A" VY mit 3.1.10:

n n

e N(eg L @) = Z(eUqu,ef)eT/\ei = Z(ea,e’;/\qb}eT/\ei.

i=1 i=1

Aufgrund der Darstellung 3.1.8 der natiirlichen Isomorphie AF VY 2 (AF V)V ist
klar, dass (e, ef A¢) = 0 fiir ¢ ¢ o gilt, wihrend man fiir 0 = {07 < ... < 0%}
und v =1...k jeweils

(€5, €5 NO) = (—l)yﬂ(eou/\(eol/\...Q/,\V.../\eok),e(’;y/\qzﬂ
= (=1)"Meg, Aoy Negy s &)

erhilt. Da die natiirliche Isomorphie A* 'V ® A"™ V =~ Hom (/\k_1 vV, \FHE V)
durch (¢ ®n)(¢) = (¢, @) fir ¢ € A¥V und n € A"V gegeben ist, resultiert
daraus die Darstellung (i) fiir Py.
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Man erhélt eine Darstellung von P/ durch Transposition der darstellenden Ma-
trix von Pg. In einer durch (o, ) mit o € (kﬁl) und § € (kil) indizierten Zeile
dieser Matrix sind entsprechend (i) genau die Eintrige in den durch (o, 7) indizier-
ten Spalten von Null verschieden, fiir die es ein b € ¢ \ 7 gibt, so dass a = o \ {b}
und § = 7 U {b}. Sei also zu f = {81 < ... < Bi41} ein Index p mit b := 6, ¢ «
gegeben, sowie 0 = a U {b} = {01 < ... <oy}, also b =0, fiir ein v mit 1 < v <k,
und 7 = 3\ {b}, also eg = (=1)*1"# e, A ey Der zu (o, 3) gehorige Summand von
Pi(e, ® e;) ist damit

()" ey ®(er Aep) = (1) H e, @ eg,

so dass (—1)*7#*¥ der Eintrag an dieser Stelle der Matrix ist, woraus sich wegen
ea Ney = (—1)F e, und

(k—p+v)+(k—v) = p (mod 2)
die Darstellung (ii) fiir P} ergibt. 0

Aus der Darstellung 3.1.15 (ii) der Abbildung P}/ erhélt man die klassischen Pliicker-
Relationen, wie man sie etwa bei [HP53](VII) findet.

3.1.16 KOROLLAR
Das Pliicker-Ideal Jy, ,, wird von den homogenen quadratischen Polynomen

k+1
12
Z(_l) Piveir—13vPjy i

v=1

fiir alle (i1 ...1x—1) und (j1...Jk+1) mit 1 < i3 < ... <ix_1 <nundl < j; <
... < jr+1 < n erzeugt, wobei die Indizes entsprechend der Identifikation p;,. ;, =
e;kl A A efk fiirl <iy <...< 1, <n als alternierend aufzufassen sind.

3.2 [Eine Basis fiir das Pliicker-Ideal 7,

Die Formel 3.1.16 erzeugt viele Polynome mehrfach, und auch die Menge der von Null
verschiedenen Pliicker-Relationen ist i. A. (fiir £ > 2) nicht linear unabhéngig. Es
soll nun eine Basis des von den Pliicker-Relationen erzeugten Vektorraums im Py,
(s. 3.1.14) beschrieben werden. Es sei hier stets k > 1 vorausgesetzt, so dass die
Voraussetzung char K = 0 oder char K > k an den zugrundeliegenden Koérper K
insbesondere char K # 2 impliziert.

3.2.1 PROPOSITION
Die Abbildung Pi: N*V @ NV — APV & ALV (s. 3.1.13) ist surjektiv.

Der Beweis von 3.2.1 stiitzt sich auf den folgenden technischen Hilfssatz.

3.2.2 LEMMA

Es sei 0 < 'm < k und eine linear unabhéngige Menge {v1,...,vok_m} C V gegeben.
Es seiv(m) :=wvi A...Avp, und fiira = {og < ... <o} C{m+1,...,2k —m} sei
V(@) :=vay Avo AUy, Sowie @ :={m+1,...,2k —m}\ «a. Firo ={o1,...,05—m}

mitm <oy <...<0k_m <2k —m sei
w(o) 1= (=1)=i% 1 w(m) Av(o)) @ (vim) Av@)) e A"V @ NV,
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und fir T = {71, ..., Tgem_1} mit m < 7 < ... < Tp_m—1 < 2k —m sei

w(r) 1= (=1)Zi7 (v(m) Av(r)) @ (vim) Av(@)) e ATV @ ATV

Firr=1...k — m ist dann mit

Ur—1<kS0'r Tr—1<k§7—r

und w9 := 0 die folgende Gleichung erfiillt:

Py (w(r)) = (—1)k_m<(l<: —m—r+1)uY 4 ru(r)). (%)

Beweis. Entsprechend der Darstellung 3.1.15 wird jeder der in w() auftrenden
Summanden w(o) unter Py zu k& Summanden expandiert, von denen wegen v(m) A
v; = 0 fir i = 1...m nur kK — m Summanden w(o,v), v = 1...k — m, nicht
verschwinden, wobei

w(o,v) = (—1)m+”+2i”i(v(m) Av(e\{ov})) @ (v(m) Av(T) Avg, ).

Mit T =0 \{o,} ={n < ... <Tp_m-1} gilt dann 7; = o; fir i < v und 7, = 0441
fiir 7 > v, so dass

Treo < oplq < k op = Tr_1, fallsv <r,

<
< o, < 7, falls v > r.

Tr—1 = o1 < k

Bis auf Vorzeichen ist also w(o,v) = +u(r) entweder ein Summand von u(") oder,
sofern r > 1, von u" Y. Fir 7 = {7, < ... < Gy <0y <Opg1 <...<0k_m} mit
0 < pu<k—m gilt nun v(7) A vy, = (=) #y(F) und p = 0, — m — v, wie man
der Zerlegung

o, —m = |{m+1,...,0,,}‘ = ‘{O'Z'Z Jigay}“—‘{ﬁi: Eigay}‘
entnimmt. Damit ist m +v + 0, = p (mod 2) und wegen >, 0; =Y . 7; + 0, also
m+v+y, 0 = (k—m)+(k—m—p)+> 7 (mod 2)

und daher w(o,v) = (=1)=""u(r).

Sei nun umgekehrt 7 = {r] < ... < 7Tk_m—1} gegeben, so dass u(r) einer der
Summanden in u(") ist. Bildet man ¢ = 7 U {7;} = {01 <...< 0p_p} fiir ein
7, € {m+1,...,2k —m — 1} \ 7, so erhélt man 0,1 < k < 0, genau dann, wenn

0p—1 = Tp—1 oder o, =7; > k, also genau dann, wenn 7; > k. Man hat
HTi: k<T7Ti<2k—m} = |{k,...,2k—m —1}\{7, ..., Them_1}| = T,

also gibt es genau r verschiedene Mengen o, so dass u(1) = (—1)*~"w(c, v) fiir ein
v. Ist andererseits r > 1 und u(7) ein Summand von u(r_l), also 7o < k < 7,1,
so ergibt sich analog 0,_1 < k < o, genau dann, wenn 7; < k, und es gibt k —m —
r + 1 solche Zahlen. Die Summanden w(o,v) auf der linken und die Summanden
(—1)#=™ () auf der rechten Seite von (%) stimmen damit iiberein. O

Beweis von 3.2.1. Fiir eine Basis (ej,...,e,) von V bezeichnen e, ® e, mit |o| =
|7| = k und e, ® eg mit || = k—1, |B| = k+ 1, die Elemente der induzierten Basen
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von AV & A*V und A" 'V ® A" V. Man entnimmt 3.1.15, dass jeweils das
Bild der Restriktion von Py, auf die Unterrdume

Wye 1= spanfe, ®e,: cUT =9, cNT=¢} C ANV ANV
in den Unterrdumen
L . _ _ k—1 k+1
Upe := span{ea®eg: aUf=p, anNf=<c} C A" VR ANV

enthalten ist, und diese Unterrdume bilden Zerlegungen von A*V & A*V und
ANV ® A"V in direkte Summen, mit Summation iiber alle Vereinigungen
o C {1,...,n} mit |p| = k,...,min{n, 2k} und jeweils alle Schnitte ¢ C o mit
|s| = 2k — |o|. Die Behauptung soll fiir die einzelnen Summanden gezeigt werden.
Es sei also ein entsprechendes Paar ¢ C p fixiert und zur Abkiirzung die Restriktion
Pylw,.: Woe— Uy mit P: W — U notiert.

Fiir || = |¢] = k ist U = 0 und die Behauptung trivial, sei also 0 < m := [¢| < k.
Lemma 3.2.2 dient nun dazu, fiir jedes e, ® eg € U explizit ein Urbild unter P in W
zu finden. Sei dazu eine geeignete Umbenennung e; —— v; vorgenommen, so dass
ea®eg = (VIA. . AVE_1)®(VIA. . AURAVEA. . . AVgg_p,) erfiillt ist. In der Notation von
3.2.2 gilt dann bis auf Vorzeichen e, ®eg = :I:u(k_m), dam<m<...<Th—mo1 <k
fir 7 ={7m,...,Thkem—1} nur mit 7 = {m +1,...,k — 1} erfiillt ist. Es ist klar, dass
die Vektoren w(), bzw. u("), r = 1...k —m, jeweils linear unabhiingig sind, sie
bilden also Basen von (k — m)-dimensionalen Unterrdumen W’ C W und U’ C U.
Die Restriktion P [y : W' — U’ wird durch das Gleichungssystem (x) beschrieben
und beziiglich dieser Basen durch die obere Dreiecksmatrix

1 k—-m-—1
(_1)kfm 2

k—m

dargestellt, deren Determinante (—1)¥=™(k — m)! in der vorausgesetzten Charak-
teristik nicht verschwindet. Insbesondere ist P [y : W/ — U’ also surjektiv und
eq ® eg € U’ hat ein Urbild in W', 0

Mit der in 2.3.9 (S.30) definierten partiellen Ordnung < auf (}), die durch
o<1 <— o, <7, Vi=1...k

firo ={o1<...<op}und 7 = {m <... <7} gegeben ist (s. 2.3.10), folgt aus
3.2.1 mit 2.4.9 (S.36):

2
dimk ker P, = <Z> — (k:i1> <kil>

die Anzahl der Paare (o,7) mit o,7 € (}) und o < 7.

3.2.3 KOROLLAR
Es ist
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Es soll nun eine entsprechende Basis von ker P konstruiert werden. Dazu seien die
Paare (0,7) mit 0,7 € (Z) lexikographisch angeordnet, d. h. mit

(0,7) < (¢/,7") <= o0 <0 oder (¢ =0’ und 7 <7'), (3.2.4)

so dass insbesondere o < o/ immer (o,7) < (¢’,7') impliziert (vgl. 2.4.1). Die
folgende Definition erweist sich als niitzlich.

3.2.5 DEFINITION
Essei Fr: N*V @ NV — A"V ® A"V die Abbildung mit

(V1 Ao AVE) @ (Vg1 A e A Vo)

Y (Wh) A AUR) @ (Vhr) A A Unar)
heH;,

fiir vy, ... vo, € V, wobei Hy, C &gy die von den Transpositionen (i, k+1),i=1...k,
erzeugte Untergruppe bezeichnet.

3.2.6 LEMMA
Es sei (eq, ... ey) eine Basis von V' und es bezeichne (e, ® e, ), die induzierte Basis

von A\*V ® A"V. Fiir 0 < r hat Fi(e, ® e,) die Darstellung

Fk(eg (%9 67.) = 24 Z 5u €5(v) X €r(v)

mit Koeffizienten s, € {£1} und paarweise verschiedenen (o(v), T(v)), wobei e, ® e,
mit Koeffizient 1 vorkommt. Dabei ist ¢ = |q(o,7)| mit

q(o, 1) := {i: o, =71}

fir o = {01 <...<op} und 7 = {1 <...<7}. Es gilt ferner 0 < o(v) und
T(v) < 7 fiir alle v.

Beweis. Man kann die Permutationen aus Hy, = (Z/2)* als die Teilmengen h C
{1,...,k} auffassen, indem man jede Transposition (i,k + i) mit ¢« € {1,...,k}
identifiziert. Dann ist

Frle, ®er) = Z Ch €q(h) @ €r(h)s
hc{1,....k}

mit o(h) = (o \{o;: i€ h})U{r: i€h}, 7(h) = (t\{m: i € h})U{o;: i € h}
und Koeffizienten ¢;, € {0, £1}, wobei ¢}, # 0 genau dann, wenn |o(h)| = |7(h)| = k.
Dass unter der Voraussetzung o < 7 fiir ¢;, # 0 immer o < o(h) gilt, ist klar, denn
fiir o(h) = {0} <... <oy} und v € h mit 7, = o}, ist p > v und daher o, > 0,,
und analog ergibt sich 7(h) < 7 fiir alle h. Es gilt genau dann (o(h),7(h)) = (o,7),
wenn h C q(o,7), so dass jedenfalls e, ® e, in der Summe 2%-mal mit Koeffizient
1 vorkommt. Ist o/ = {0} < ... <0} } > o gegeben, so gilt o’ = h(o) fiir genau
diejenigen h, die von der Form h = h U {i: ol > o;} mit h C q(o,7) sind, und das
Vorzeichen ¢j, hingt nur von ¢’ ab. Damit tritt jeder der Summanden zu einem
gegebenem Paar (¢',7'), das von der Form (h(o),h(7)) fiir ein h € Hj, ist, 29-mal
mit gleichem Vorzeichen in der Summe auf. 0
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3.2.7 PROPOSITION
Zu einer Basis (ey, . .., e,) von V mit induzierter Basis (e ®er )y, von ANV ® ANV
bezeichne Sy den von den Vektoren e, ® e, mit o < T erzeugten Unterraum. Es ist

Fils,

0 Sk /\kv ® /\kV Py /\k*lV ® /\k+1V 0

eine exakte Sequenz. Insbesondere gilt im Fy = ker Py,.

Beweis. Das Bild von (v1 A ... Avg) ® (Vg1 A ... A vg) unter der Komposition
P o F, besteht mit 3.1.15 aus k2% durch Hy, x {1,...,k} indizierten Summanden
der Form

E;l = (—1)i+1 (vh(l) VAR /h-(7) VAN Uh(k)) & (vh(k-l—l) ARRRNAR UGS RA Uh(i))'
Man erhélt fiir h € Hy und @ € {1,...,k} mit b’ = (i,k + 1) - h jeweils
z + %t = (—1)i+1 (Uh(l) AR % A ’Uh(kfl)) &
(Uh(lc—f—l) Ao NUp(ak) N Up(s)

+ Vh(k+1) VANPAN Uh(s) VANPAN Uh(2k) A ?)h(kJri)) = 0,

und wegen (i,k +4)2 = (1) 148t sich die ganze Summe zu k2F~! solchen Paaren
zusammenfassen. Daraus folgt imF, C ker Pp, und mit 3.2.3 geniigt es nun zu
zeigen, dass die Restriktion Fy, [g, injektiv ist. Dies folgt jedoch direkt aus 3.2.6,
da Fy s, beziiglich der aus der Ordnung (3.2.4) resultierenden Basen (e, ® e;)q.r
und (e, ® e;)s<, durch eine Matrix dargestellt wird, deren Zeilen (o, 7) mit o < 7
eine untere Dreiecksmatrix mit Potenzen von 2 in der Diagonale bilden, die also in
Charakteristik # 2 maximalen Rang hat. 0

3.2.8 LEMMA
Es gilt imP; D W :=span{p @9 — ¢ @ ¢p: ¢,9 € A VYL

Beweis. Mit 3.2.7 ist der Annulator von im P} durch (im P})* = ker Py = imFy,
gegeben, und es geniigt im Fj, C W zu zeigen. Es sei die Notation von 3.2.6 iiber-
nommen, d. h. fiir 0,7 € (}) und h C {1,...,k} ist h(e; ® €r) 1= ch €,(n) ® €,y Mit
cp € {0, £1} der zugehorige Summand von Fi(e, ® e;). Man erhilt

o(h) = (o \{o;: i€h}) U {r: ie€h} -
= {o;: i¢h} U (r\{m: i¢h}) = 7(h)
mit A := {1,...,k}\ h. Analog ist 7(h) = o(h), also h(e; ® e;) = cy e, (h) ® ey (h).
Fiir ,9 € A\F VY folgt daraus
(Frles @er), p@9)

= > cn ((ean) @ erny: POY) + (€r(n) @ €ny, PR V)
leh

= en ((eomys @) erny ©) + (eriny ) oy > ¥))

1€h
= (Frles ®@er), v @),
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also (Frles ®er), 0 @1 — 1Y @) =0 und Fi(e, @ e,) € W, 0

Der Vektorraum W aus 3.2.8 ist isomorph zu /\2 /\k VYV, d.h man hat eine exakte
Sequenz

0 — W — AV @ ATV = sym? ATV —0
und es folgt im Py, = im P} /W.

3.2.9 KOROLLAR
Der quadratische Teil des graduierten Koordinatenrings K[p]/Jy  von &(k,V) ist
der Vektorraum

HY(B(k, V), Opov)(2)) = (Sym?> A*VV)/imPy, = (kerPy)".

amin = (7)) - ()

die Anzahl der Paare (0,7), 0,7 € (}), mit o <7 und o £ 7 (vgl. 2.3.9, 5.30, und
2.4.10, S.36).

Insbesondere ist

3.2.10 THEOREM
Zu jeder Basis (e1,...,e,) von V mit induzierter Basis (eXe*)y<, von Sym? A\F V'V
hat der Unterraum im Py, eine Basis (f.1)y | » mit

for 1= epel — ch € (1) Cr(v) (o,7€ (), oL7)
v

mit Koeflizienten ¢, € Z, wobei ¢; = 1 und

o(v)<o(l) = o AT und ovV7T = 7(1) < 7(V)

sowie o(v) UT(v) = o U fiir alle v fiir alle v nach geeigneter Sortierung der Sum-
manden.

Beweis. Es wird zunéchst eine Basis von im Pj, konstruiert. Mit 3.2.7 gilt im P} =
ker Ff, wobei Fi: A"VY @ A"V — SY beziiglich der Basen (e €h)a<p und
(€} ® €F)sr durch eine Matrix dargestellt wird, in deren Zeilen (a < ) die Koeffi-
zienten 27 fiir ¢ = |q(a, 3)| der minimalen Darstellung aus 3.2.6 von Fj(e, ® eg)
stehen. Speziell steht 27 nach 3.2.6 in jeder Zeile (o < [3) in der Spalte (o, 7) = (o, ),
und wegen a < a(v) fiir alle Summanden s, e,(,) ® eg(,) von Fi(eq ® eg) verschwin-
den die Eintrége in den Spalten (o,7) < (o, 8). Die Summanden c, e,(,) ® eg(,) mit
(a(v),B(v)) # (a,B) und a(v) < [B(v) lassen sich schrittweise eliminieren, indem
man jeweils eine Ersetzung

Fr(ea ®eg) «— cFrleqa ®eg) —  Frleaw) @ epn)) (¢, € Z geeignet)  (x)

vornimmt (Gauss-Elimination). Dabei bleibt die Eigenschaft o < a(v) und g(v) < 8
fir alle Summanden s, e,(,) @ €g(,) der Ersetzung erhalten, und in der Ersetzung
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sind alle Koeffizienten durch den Koeffizienten ¢y # 0 zum Summanden cge, ® eg
teilbar. Normierung ergibt also jeweils eine modifizierte Summe

Frlea®eg) = ea®es + Y Cyeaw) ® €s)
14

mit Koeffizienten ¢, € Z und o < a(v) £ f(v) < 3 fiir alle v. In der resultierenden
Matrix haben nur noch die Spalten (o £ 7) von Null verschiedene Eintrige. Eine
Basis ( f(,J)UiT von ker Fy ist somit durch Koeffizientenvektoren vy, fiir o £ 7
gegeben, wobei

1, falls (o, 8) = (0,7),
vor(a, B) = —c, falls a < und ce, ® e; ein Summand in Fk(ea ® eg) ist,

0 sonst.

Insbesondere gilt also o < o und 7 < § fiir vy~ (v, 5) # 0. In der Notation von 3.2.6
ist auBlerdem

hic A7) = (6 A7\ {min(o;,7;): i € h})U{max(o;,7): i €h} = o

fiir alle b C {1,...,k} mit h = h U {i: o; > 7}, h C q(o,7), erfiillt, und (o, 7)
geht dann aus (0 A 7,0 V 7) durch Austausch der durch h indizierten Elemente
ohne Umsortierung hervor. In der Summe Fy (e nr ® €5y7) tritt daher der Summand
ces ® e; mit Koeffizient ¢ = 29 auf, und er bleibt wihrend der Elimination (x)
erhalten, da weder 0 A7 < a < 0 noch 7 < 8 < o V 7 fiir ein Paar (o, 3) in Frage
kommt. Daraus folgt vy (c AT,0V T) = —1.

Unter der mit 3.2.8 definierten Quotientenabbildung ker Fj, = im P} — im P,
bleiben nun die durch v, » definierten Summen

for = Yunrla s ocs = G oc — Y a0,
0476 v
fiir o < 7 unveréndert erhalten, denn wegen o(v) < o und 7 < 7(v) fir alle v kann

sowohl ez(u) ® ej(y) als auch ej(y) ® ez(u) nur fiir 7 < ¢ in der Summe vorkommen.

Da wegen o(v) <o AT <o VT < 7(v) jeweils genau ein Summand ¢, e, (v)* @ e (v)*
mit o £ 7 vorkommt, sind die Bilder der f, . fiir 0 < 7 in im Py, linear unabhéngig
und bilden mit 3.2.9 eine Basis mit den geforderten Eigenschaften. 0

3.2.11 BEISPIEL
Fiir £ = 2 berechnet man

o= (n)(n) (g) _(n
amin®s = (1)(3) - (%) = (0)
und die (}) Polynome aus 3.1.5 (S.49),

DijPvp — DiwvPjip + Pipljv,

bilden die Basis 3.2.10 von im Py, wobei iy £ jv mit ij < iv = ip A jv und
wViv=ju<vpfirl<i<j<v<p<n.
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3.2.12 BEMERKUNG
Fiir n < 8 beobachtet man, dass alle Koeffizienten in den Polynomen f,, € Gip
von der Form +1 sind. Man erhélt aber beispielsweise fiir k = 4 und n = 8:

f 1458,2367 = P1458P2367 — P1357D2468 + P1356D2478 1 D1347P2568 — P1346P2578
+P1345P2678 + D1257P3468 — P1256P3478 — P1247P3568 1 P1246P3578
—D1245P3678 T P1237P4568 — P1236P4578 T 2 P1235P4678 — 2 P1234P5678-

Wie in 2.3 bemerkt wurde, hat die in 2.4.3 (S.33) definierte graduierte umgekehrt
lexikographische Ordnung > g, als Termordnung auf K[p] die Eigenschaft, dass fiir
o L 7 immer

PoDr >dp PsnrPovr

gilt. Nun folgt aus 3.2.10 zusammen mit 3.1.14, dass fiir das Initialmonom ing,(f) =
p" eines Polynoms f € Jj, , immer ein Paar o L 7 € supp(u) existiert, woraus

ing,(Jkn) = (Popr: oL T)

folgt. Da ferner der Term p,p, mit o L7 in f,, mit Koeffizient 1 vorkommt und
o(v) < 7(v) fiir alle anderen Terme c, py(,\pr() gilt, ist die K-Vektorraum-Basis
3.2.10 zugleich eine reduzierte Grobner-Basis, wie sie in 2.4.2 (S.33) definiert wurde.

3.2.13 KOROLLAR
Die Menge
Gk = {for: oL7}

mit den in 3.2.10 definierten homogenen quadratischen Polynomen f,, € Klp] ist
die reduzierte Grobner-Basis des Pliicker-Ideals Jy, ,, beziiglich > g,.

Insbesondere ist ein Monom genau dann ein Standardmonom, also nicht in ingy,(J )
enthalten, wenn der Support eine Kette in der partiellen Ordnung < bildet.

3.2.14 KOROLLAR
Die Polynome der Form

deta(l) ... deto'(t) € K[t] (0'(1) <...< o(t) S (Z), t e IN)

bilden eine K-Vektorraum-Basis der von den k-Minoren in K[t] erzeugten Pliicker-
Algebra O, ) (B(k,n)).

3.3 Pliicker-Relationen in der Darstellungstheorie

Es sollen hier noch die Ergebnisse aus 3.2 fiir K = C und V = C" aus Sicht der
Darstellungstheorie betrachtet werden. Dabei stellt sich heraus, dass der Vektor-
raum ker P, € A¥V ® APV (s. 3.1.13, S.51), dessen Dualraum der quadratische
Teil des homogenen Koordinatenrings der Grassmannschen ist (s. 3.2.9, S.58), eine
irreduzible Darstellung der allgemeinen linearen Gruppe GL,, C bildet. Als Referenz
zu Begriffen der Darstellungstheorie dienen [FH91] und [Ful97].

Es sei eine natiirliche Zahl d > 0 fixiert. Wie in 2.6 bereits in anderem Zusam-
menhang erwidhnt wurde, assoziiert man zu einer Partition A = (A\y > ... > A;,)
von d = A + ... + Ay, ein Young-Diagramm, also eine eine Tabelle von d Zellen
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in m Zeilen, so dass in der i-ten Zeile von oben gezahlt linksseitig ausgerichtet \;
Zellen stehen. Die Zellen des Young-Diagramms X indizieren die d Kopien von V' im
kartesischen Produkt V>** := V x ... x V. Die folgende Definition ist [Ful97](8.1)
entnommen.

3.3.1 DEFINITION
Es sei ein C-Vektorraum U und eine C-multilineare Abbildung ¢: V** — U mit
folgenden FEigenschaften gegeben:

(1) ¢ ist alternierend in den Eintrégen jeder Spalte von A, d.h. es ist p(v) = 0 fiir
v = (v1,...,vq), sobald v; = v; fiir ein Paar i # j, mit ¢ und j in der selben
Spalte von A.

(2) Fiir v € VX gilt stets o(v) = 5. o(w), mit Summation iiber alle w € V>,
die man aus v erhilt, indem man zwei Spalten in A wéahlt und alle Eintrége
der ersten Spalte mit den Eintrdgen einer festen Teilmenge der zweiten Spalte
austauscht.

Der Schur-Modul zur Partition A ist der eindeutig bestimmte C-Vektorraum 3V,
mit der universellen Figenschaft, dass zu U, ¢ wie oben eine multilineare Abbildung
A: VA — 8,V und ein eindeutig bestimmter C-Vektorraum-Homomorphismus
©¢: 8,V — U existiert, so dass \ die Bedingumngen (1) und (2) erfiillt und ¢ = @poA
gilt.

Der Schur-Modul ist eine Verallgemeinerung des symmetrischen und des alternie-
renden Produkts. Fiir das einzeilige Diagramm A = (d) ist Bedingung (1) aus 3.3.1
hinfallig, wihrend (2) dann bedeutet, dass alle Eintrige kommutieren. Man erhélt
also $4) V' = Sym?V und umgekehrt auch Su1,.nV = /\dV fiir das einspalti-
ge Diagramm A = (1,...,1). Der folgende Satz ist fundamental und wird z.B. in
[Ful97](8.2, Th.2) bewiesen.

3.3.2 PROPOSITION
Hat X\ hochstens n Zeilen, so ist $) V' eine irreduzible Darstellung von GL,, C und
alle irreduziblen polynomialen Darstellungen' von GL,, C sind von dieser Form.

Eine explizite Einbettung $) V — ®d V' ist durch die folgende Konstruktion gege-
ben, die hier aus [FH91] (Lec.6) zitiert wird. Dazu sei A mit einer festen Nummerie-
rung durch 1...d versehen, so dass eine Identifikation &5 = &(A) gegeben ist. Die
Gruppenalgebra zu &4 ist der freie Vektorraum C[S4] mit Basis {ex}rcs,, auf dem
die Multiplikation erez = er# definiert ist. Die (rechtsseitige) Gruppenwirkung von
&y auf ®d V, die durch (v1 ® ... ®vg).7T = Vr(1) ® ... ® Vr(q) gegeben ist, macht
die Elemente aus C[6,] zu Endomorphismen auf ®* V.

3.3.3 LEMMA

Es bezeichne Ry die Unterguppe in G4, die aus denjenigen Permutationen besteht,
welche die Zeilen in A erhalten (also Ry = &y, x...x &, ), und C) die Untergruppe
derjenigen Permutationen, welche die Spalten erhalten. Es sei ay, by, cy € C[&4]| mit

'Eine Darstellung p: GL,, € — GL(W) heifit polynomial, wenn sie nach Wahl einer Basis von
W = €V durch N? Polynome (in n? Variablen) gegeben ist.
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ay 1= Z er, by 1= Z sgn(7) eq

TER) el

und cy := ay - by. Der Schur-Modul $V ist das Bild von cy als Endomorphismus
auf V.

3.3.4 THEOREM
Der Vektorraum ker P, ¢ A\*V @ AFV (s. 3.1.13, S.51) ist fiir V = C" der Schur-
Modul $,, V zur Partition \: 2k =2+ ...+ 2.

Beweis. Es sei die erste Spalte im Diagramm A = (2,...,2) von oben nach unten
mit 1...k und die zweite Spalte mit k + 1...2k nummeriert:

1 k41
2 k+2
k 2k

Mit C\ = 6({1,...,k}) x 6({k +1,...,2k}) entsprechend 3.3.3 erhilt man b, als
Einbettung
bv: NV Q ANV —QR%V,
(VI Ao AVE) @ (Vg1 A - Avgg) — Z sgn(7) Vr(1) @ - .. @ Vr(op)-
meCly

Daher ist $ V = im(ay o by) als Unterraum von A"V @ AV das Bild von a) =
Fj, da Ry = Hj von den Transpositionen (i, k + i) fiir ¢ = 1...k erzeugt wird (s.
3.2.5, S.56). Die Behauptung folgt also aus 3.2.7. O

3.3.5 BEMERKUNG
Als Verallgemeinerung der Zerlegung V Q) V = /\2 V @ Sym? V liefert die Formel
von Pieri (s. [FH91], 15.25) die Zerlegung

ANV R NV = @Sy V. (3.3.6)

wobei die Diagramme A(7) aus dem Diagramm zur Partition £ =1+ ...+ 1 durch
Hinzufiigen von k Zellen hervorgehen, und zwar so, dass keine zwei Zellen in der
selben Zeile angefiigt werden. Es ist also A(i) = (2,...,2,1,...,1) mit ¢ 2en. Fiir
k = 2 ist beispielsweise

NV®NV=NV@%MV@MWZH@}E@g@gﬂ

Die Diagramme A(7) mit ¢ < k sind dabei gerade diejenigen, die aus dem Diagramm
zur Partition K —1 =1+ ...+ 1 durch Hinzufiigen von k + 1 Zellen nach der selben
Regel hervorgehen, so dass anstelle von 3.3.6 tatséchlich

ANV ANV = (AN'V ATV @ kerPy,

geschrieben werden kann, was fiir den Fall K = C also bereits die Surjektivitéit von
P, impliziert, die mit 3.2.1 allgemeiner gezeigt wurde.
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3.4 Die flache Deformation der Grassmannschen

Es soll nun, unter Verwendung der Ergebnisse aus 2.4 und 3.2, die Degeneration der
Grassmannschen &(k,n) zur Torischen Varietdt X (k,n) als flache Deformation im
Sinne der Deformationstheorie beschrieben werden.

Es werden zunéchst kurz die bisherigen Beobachtungen zusammengefasst. In
1.2.10 (S.14) wurde das Pliicker-Ideal

Jpn = ker(p(7 — detg)

)

und in 2.1.1 (S.22) das torische Ideal
Ik,n = ke?"(Pa — da)

mit Diagonal-Monomen d, definiert, wobei sich die Determinante det, mit der Leib-
nizformel als Summe

det, = Z sgn(m) . dy
TEGS

von permutierten Diagonal-Monomen schreiben lésst. In 2.3.9 (S.30) wurde ein dis-
tributiver Verband auf der Indexmenge (}) definiert, und es wurde in 2.4.5 (S.34)
gezeigt, dass Iy , von den Binomen der Form

PoDr — PorrPovr, (341)

indiziert durch die Paare o, 7 € (Z) mit 7 < 0 und o £ 7, erzeugt wird, wihrend in
3.2.10 und 3.2.13 nun gezeigt wurde, dass J}, ,, das Erzeugnis von genauso indizierten
homogenen quadratischen Polynomen der Form

PoPr — DPorrPovr + ZCVPJ(V)pT(y) (3.4.2)
v

ist, wobei die Koefiizienten ¢, aus Z sind und die Indizees o(v) und 7(v) die Eigen-
schaft haben, dass o(v) < o A7 und 7(v) > oV 7, sowie o(v)UT(r) = o U, fiir alle
v gilt.

Insbsondere liefert die K-Vektorraum-Basis der Pliicker-Algebra K[p]/J}, aus
Standardmonomen (s. 3.2.14) offensichtliche K-Vektorraum-Isomorphismen

H°(8(k,n), Og(k,n)(m)) = H(X(k,n), Ox(rn)(m))

fiir alle m € IN.

3.4.3 KOROLLAR
Die projektiven Varietéiten ®&(k,n) und X (k,n) haben das selbe Hilbert-Polynom

h(m) = ‘ {(0’(1),. .. ,O‘(m))i o(1) <...< Om) € (Z)} | (m S IN)
Insbesondere ist das (k(n — k))!-fache des Leitkoeffizienten,

(k — 4)!
)

deg®(k,n) = (k(n—k))!

i=1 (TL

auch der Grad der Grassmannschen (s. 2.6.1, S.44)
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3.4.4 BEMERKUNG
Die aus 3.4.1, bzw. 3.4.2, resultiernede Darstellung

v = Z cu (0 # ¢, € K, u Standardmonome)
u

eines Nicht-Standardmonoms v aus einer Summe von Standardmonomen mit den
hier gegebenen Eigenschaften ist bekannt als sogenannte straightening relation, wo-
bei in diesem Zusammenhang der aus der Theorie der Grébner-Basen bekannte Be-
griff Standardmonom aus einer partiellen Ordnung heraus definiert wird, die auf
Erzeugern der zugrundeliegenden Algebra gegeben ist (vgl. [BH93], 7.1).

Der Begriff einer flachen Familie von Algebren oder Vaietéiten wird ausfiihrlich in
[Eis94](Ch.6) diskutiert. Eine Famile von Varietéiten besteht aus den Fasern ¢~ ({b})
iitber den Punkten b € B zu einem Morphismus ¢: X — B von Varietdten. Eine
solche Familie heifit flach, wenn zu jedem Punkt z € X eine affine Umgebung U
von z und eine affine Umgebung V' von ¢(z) existiert, so dass ¢ eine Restriktion
U — V induziert und der Koordinatenring S = Oy (U) flach als Oy (V)-Modul®
ist, wobei S durch den induzierten Homomorphismus von Koordinatenringen zu
einer Oy (V')-Algebra wird. Insbesondere bezeichnet man eine Varietét Y als flache
Deformation oder Degeneration einer Varietéit X in der speziellen Situation, dass
die Koordinatenringe durch Ox(X) = S/I und Oy (Y) = S/I fiir S = K[z, ..., z,]
und Ideale I, 1 C S gegeben sind, so dass fiir ein Ideal .J in S[t] die K-Algebra S[t]/J
flach als K[t]-Modul ist und

S[t/J ®xp Klt, ¢ = S/I[t 7, (%)

sowie

S[t]/ T ®wy Kla/(t) = S/1. ()

Das bedeutet, man hat eine flache Familie ¢: A" — A! so dass die allgemeine
Faser iiber jedem Punkt 0 # u € K isomorph zu X ist, wihrend Y die spezielle
Faser tiber 0 bildet. Die Flachheit garantiert dabei, dass gewisse Konstanten wie
Dimension und Grad bei der Deformation erhalten bleiben.

Beispielsweise erhélt man zu einer Termordnung > auf S die Grobner-Degeneration
von X bzgl. >, indem man das Initialideal ins (1) fiir I nimmt (s. 2.4.2, S.33). Dies
ist ein Spezialfall der folgenden Standard-Konstruktion einer flachen Deformation,
die [Eis94](Th.15.17) entnommen ist.

3.4.5 LEMMA
Es sei S = K[x] = K[z1,...,z,|. Eine Gewichtsfunktion \: Z" — Z definiert eine
partielle Ordnung > auf der Menge der Monome in S. Fiir g € S sei

g = tbg(f}‘(xl), ... ,tf)‘(xr)) € S[t],

wobei b den maximalen Wert aller A(u) zu den an g beteiligten Exponenten u € IN”
bezeichnet und A abkiirzend als Funktion von Monomen notiert ist. Weiter sei in(g)
die Summe der Terme in g, deren Exponent bzgl. > maximal ist. Fiir ein Ideal I C S

'Bin Modul M iiber einem Ring R heiBt flach, wenn fiir jede Inklusion N’ C N von R-Moduln
die induzierte Abbildung M ®r N’ — M ®gr N ebenfalls eine Inklusion ist.
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sei iny(I) := (inx(g): g € I) das Initialideal, und es sei I das Ideal (§: g € I) in
S[t].
~ Dann ist S[t]/I flach als Klt]-Modul und es sind (x) und (¥x) mit J = I und
I = iny(I) erfiillt, d.h. S[t]/I ist eine flache Familie tiber K[t| mit spezieller Faser
S/iny(I) und allgemeiner Faser S/I.

Man hat also § = inx(g) + t¢’ mit ¢ € S[t], und um aus 3.4.5 Die Grobner-
Degeneration zu erhalten, stellt man die gegebene Termordnung > durch einen
Gewichtsvektor dar, so dass iny (/) = in~ (1) gilt.

Eine geeignete Gewichtsfunktion, mit der man X(k,n) als Degenaration der
Grassmannschen &(k,n) erhélt, wird explizit bei [GL96](Th.5.2) angegeben und
hier zitiert.

3.4.6 THEOREM
Die Torische Varietédt X (k,n) ist eine Degeneration der Grassmannschen &(k,n)
1.S.v. 3.4.5.

Beweis. Man wéihle eine feste natiirliche Zahl N > n. Die N-adische Darstellung
k .
N, := Z o, NF
i=1

von 0 = {01 < ... < o} definiert die Gewichtsfunktion

A7) —Z, u=(uy)y — Au) = —ZuoNg.

Zu zeigen ist, dass fiir die Erzeuger

fO',T = PoPr — DPonrPovr + ZCVpU(V)pT(V) (JJ‘T € (Z))

der Pliicker-Ideals J ., (s. 3.4.2) stets in\(fo,r) = PoPr — PorrPovr gilt. Zu 0 =
{o1<...<oppund 7 = {r <...<7,} hat man o V7 = {my; < ... <my} und
oANT={ny <...<ng} mit m; = max{o;,7;} und n; = min {o;, 7;} firi =1... %
(s. 2.3.10, S.31). Also gilt jedenfalls N, + N; = Noar + Nyyr. Sei nun o(v) = o =
{1 <...<ap}und 7(v) = = {B1 < ... < B} fiir ein v in der Darstellung von
for- Also gilt o V7 < 3, und ist s die kleinste Zahl s € {1,...,k} mit 3, > mg, so
folgt wegen @« < o A7 und aU B = cUT nun oy = n; fiir ¢ = 1...s. Damit gilt
a5+ fBs > mg +ng = 05 + Ts, also Ny + Ng > N, + N 0
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